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重力－毛细波的环形聚焦

王展

（中国科学院力学研宂所流固輞合系统力学重点实典室 ， 北京 ， １ ００ １ ９０
，Ｅｍａｉｌ ： ｚｗａｎｇ＠ ｉｍｅｃｈ．ａｃ ．ｃｎ ^

摘栗 ： 由于三阶非线性薛定谔方程的普迪适用性
，
水波动力学与非线性光学在特定问

题中展现中类似的现象 。 此文利用 Ａ ｋｅ ｒ＾Ｍｉｆｃｗ ｓ ｋ ｉ（
Ａ Ｍ

） 樓型方程研究非线性深水重力毛

细波的动力学行为 。 数值结果显示
，
当高频的重力毛细波列以近临界速度 （ ２ ３ ｃｍ／ ｓ） 移动

时
，
初始的发展演化展现出与非线性光学类似的聚焦现象 ，

这
一

结果与传统模型三阶非线

性薛定谔方程的预测相符 。 更为重要的是
，
与非线性光学

一

样
，
对应于高斯型初值的点态

聚焦与对应于超高斯型初值的环形聚焦均被 Ａ Ｍ 方程的败值实验所证实 。 但重力＃细波的

长时间行为则不同于薛定谔方程 （因为水波波形无法在有限时间内出现波坍塌 ）
，
取而代之

的是解碎裂成
一

群块状孤立波 。

关鳙词 《 重力一毛细波 ； 非线性光学
；
自 聚焦

；
超高斯

；
块状孤立波

１ 引言

风吹过湖面或海面时卷起的层层涟漪是小尺度的波浪 ， 其特征波长为 ２？３ ｃｍ
；
在此特

征尺度之下 ， 必须同时考虑重力与表面张力的作用 ， 因此这种波也被称为
“

重力？毛细波
”

。

重力
一

毛细波在物理 、 工程与数学中均有重要的意义 ： 小尺度波浪与风生浪有关 ， 关系到

大气和海洋间的动量与能量交换
：
在工程上 ， 对于近海面风力和风向的监测主要通过监测

海面由风掌控的小尺度波浪而得到 ，
卫里上的微波敝射雷达 （ ｓｃａｔｔｅｒｏ ｉｎｅｔｅｒ ） 的特征波长为

３
？

７ ｃｍ
， 重力一毛细波与此雷达的波段相近 ， 是其主要的倍息来细 （

： 在数学上 ， 重力波中

的孤立波只存在于浅水流动之中且只能在波的前进方向形成局域化 （ 即波的展向无法衰减

到雩 ） ，
而在重力与表面张力的共同作用之下存在着块状孤立波 （英文名为 ｌｕｍｐ ， 该类孤

立波可以在任意水平方向 衰减到零 ） 且可在任意水深中存在 《

重力一毛细波 中的块状孤立波是一种包络型孤立波 ， 其解最初由 Ｍｉ ｌｅｗｓｋｉ

【
７＾Ｐ＿

等
［
９

１在 ２００５ 年分别通过对简化棋型和廪始欧拉方程的数值计算而得到 。 之后的实验研宄主

要是由 Ｄｕｎｃａｎ 和 Ａｋ
ｙ

ｌａｓ 的团队合作完成 ， 他们利用水波受迫共振的方法周期性地生成块

状孤立波
１
Ｍ

’
６

１

。 Ｋｉｍ＆Ａｋｙ ｌａｓ
１
５

１利用渐近分析从理论上证明 了块状孤立波在重力 ？毛细波中

的存在性 ： 他们的文聿表明 ， 解的存在主要是因为其波包的运动演化 由
‘

２＋ １

’

型的三阶非
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线性薛定愕方程 （ ｃｕｂｉｃ ｎｏｎｌ ｉｎｅａｒＳｃｈｒｏｄｉｎｇｅｒｅｑｕ
ａｔｉｏｎ ） 所控制 （其中的

‘

２＋ １

’

是指该方程

具有
一

个时间变量与两个空间变量 ） 。 事实上 ， 三阶非线性薛定谔方程是
一

个具有普適适用

性的方程 ， 它出现在非线性光学 、 水动力学 、 凝聚态物理、 生物学等各个学科领域 。 非线

性深水波与非线性光学均以非线性薛定谔方程为基本模型 ， 这
一

事实引 导我们思考这两个

学科之间的相似性 。 我们尝试以下两个问题 ： ①在特定的场景和参数这下我们能否在水波

和光学中观察到相似的现象 ； ②数值结果已经证明稳定的块状孤立波在重力 －毛细波中起到

极其重要的作用 ， 是整个动力系统的吸引子之
一 ［

８ ， １（ ）
＿

１ １
］

， 那么这种结构在非线性光学中 的

对应物亦是值得深入探讨的 。

从理论上来讲 ， 三阶非线性薛定谔方程在两个空间变量的情形下具有奇异性 ： 当初始

哈密顿量为负值时 ， 解在有限时间 内聚焦并出现波坍塌现象 （即变成
一

个无界的 Ｄｅ ｌｔａ 函

数 ）

［
１ ３

］

。 但是在现实中 ， 水波并不会表现出如此奇异的行为 ， 因此用三阶非线性薛定谔方

程来描述重力
一

毛细波的长时间动力学行为并不恰当 。 这引导我们对这
一

特定 问题建立更

为合理的数学模型 。 Ａｋｅｒｓ＆Ｍｉ ｌｅｗｓｋｉ

［
１
］建立了

一个用于研究非线性深水重力
一

毛细波动力

学湞化的新模型 ， 我们称之为 Ａｋｅｒｓ －Ｍｉ ｌｅｗｓｋｉ（ＡＭ ） 方程 。 该模型的推导是基于 Ｗｈｉｔｈａｍ

方程的思想
［
１ ２

］

， 但在非线性项 的系数选取上具有独到之处 （见之后的推导过程 ） 。 参考文献

［
１
］最先给出 了ＡＭ模型方程 ， 而文献［

２
，
３

，
６

，
１ １

］则对该方程进行了进
一

步的数值研宄 ， 同时

与实验对比的结果验证 了该方程对于描述深水重力 －毛细波的有效性 。

我们利用 ＡＭ 方程对深水重力 －毛细波的动力学进行数值研宄 ， 重点展现厘米尺度水动

力学的 自聚焦现象 ， 强调其与强激光脉冲在水中传播现象的相似性 。 在第 ２ 小节 中我们将

简单给 出 Ａｋｅｒｓ－Ｍ ｉｌｅｗｓｋｉ 方程的推导 ， 以及三阶非线性薛定谔方程在重力
一毛细波中的应

用 。 第 ３ 小节中给出重力
一毛细波的环形聚焦的数值结果 ， 并比较它们与强激光脉冲在水

中传播时所产生的类似现象的异同 。

２Ａｋｅｒｓ
－

Ｍ ｉ ｌ ｅｗｓｋ ｉ 方程与三阶非线性薛定愕方程

深水重力 －毛细波的控制方程为 ：

＋
０ｙｙ

＋＝
〇

Ｖ ｔ
＝

 ＜Ｐｚ
￣

＾Ｖ
ｖ＜

＃
＞

＜Ｐ ｔ
＋

ｆ
ｄ＾ ｌ

２
＋＜Ｐｉ） ＋

ｇｎ 
＋

^

０Ｚ
－

？ ｏ

其中 ＪＣ＃ 为水平坐标 ， ｚ 为垂直坐标 ， ｇ代表重力加速度 ， ｐ代表流体的密度 ， ｃｒ代表表面张

力系数 ；
Ｚ＝ ７

； （
＊

，ｙ，
ｔ
）
为 自 由水面 ， 为流体的速度位势 ， 其梯度等于流体速度 ；

而算子▽和▽
？分别代表水平梯度与水平散度 。 对系统进行无量纲化处理 ， 分别选取

ｚ ＜ ｒ
］｛
ｘ

， ｙ，
ｔ
）

ｚ － ｒ
］
（ｊｘ， ｙ，

ｔ
）

」
ｉ＋陶 ２

．

ｎ ｉｘ． ｙ．
ｔ）

（
１ ）

－

４５ －
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为长度 、 时间和速度位势的特征尺度 。 对无量纲方程进行线性化 ， 得到深水重力－毛细波的

色散关系

０）
２
＝

Ｖ Ｊｋ
２
＋／

２
（ １＋＊

２
＋Ｉ

２
）（

２
）

ｃ
ｐ
＝

ｋ
＊＋Ｉ

？

＝

ｖＰ＋ｐ
＾
１＋ｋ

２
＋ｚ

Ｚ

＾（
３
）

其中 ，
〇）代表线性波的频率 ，

ｉｆｃ 和 ／ 分别代表 ＊ 和 ＇ 方向的波败 ， 而 则表示相速度 （ 即波

峰传播的速度 ） 。假设波只沿 ｊｃ方向传播 ， 即可知当ｆｃ
＝

± ｌ及 ／
－
０ 时 ，

｜

ｃ
ｐ ｜

达到其最小值Ｖ？ 。对

于右行波 ， 我们有

＜ｕ
＝

ｓｇｎ（
ｋ
）Ｖ（

ｆｃ ２
＋ ｉ

２
）
１／２

＋（
ｆｅ
２
＋ｉ

２

）

３
／
２（

４
）

由于重点关注相速度极小值 （临界速度 ） 附近的波的行为 ， 我们可将式（
４
）中的色散关系在

临界波数 （±１ ，
０
）处进行泰勒展开 ， 得到的结果为

ｔｏ
＝

＾
ｓｇｎ（

ｆｅ
）
（ｌ＋２

＼
ｋ

＼
＋ ｋ

２
＋２ｌ

２

）（
５
）

利用以下关系式

＜ｉ）
￣

＼
ｄ

ｔ ，
ｋ—＼ｄｘ，ｓｇｎ（

ｆｃ）
￣

ｉ／／（
６
）

其中 ｉ／表示对 ；ｃ 的方向进行希尔伯特变换 ， 将式（
６
）中的关系式代入式（

５
）得到

一

个线性色散

方程

Ｖｔ
＋

ｔ＾ｘ
￣


ｔｗ ［

？
？

－

＾ｘｘ
￣

２ｒ
｝ｙｙ］

＝０（
７
）

仿Ｗｈ ｉｔｈａｍ 方程 ， 在式
（
７沖加入 Ｂｕｒｇｅｒｓ类型的非线性项 以得到所霈的非线性方程

？
？ｔ
＋

ｆ
７
？＊
－

Ｔ
Ｈ
ｂ

－

＾ｘｘ

－

２ Ｖｙｙ］
＋ａ

（ｖ
２

）ｘ
＝〇 （

８
）

最后剰下确定系数ａ ， 这也是＃考文献 丨
丨 ］的稍华所在 。 鉴于三阶非线性薛定谔方程的普适

性及其对于水波问题的重要性 ， 我们可以分别从脤始方程（
１
）及简化方程（

８
）出发各自 导出三

阶非线性薛定谔方程 ． 由于式 （
８
）
与式

（
丨
）
在（

ｆｃ
， 〇

＝
（± １

，
０
）
处具有相 同的色散关系 ， 因此所

得的薛定谔方程天然具有相同的线性项 ， 最后我们选取ａ使得这两个薛定谔方程的三阶非线

性项也具有相同的系数 。 假设 ＞
７为被波包缓慢调＿的髙频波 ， 则

？
７

＝－

ｃ＾ ｒ
，

Ｔ
）
ｅ
ｗ

＋ｅ
２
ｉ４

２ （
Ｊｆ
－Ｋ

，

Ｔ
）
ｅ

ｌｗ
＋
…

（
９

）

其中 ， ｅ代表与振 ＿ 相 关 ＆小参 量 ， （
Ｘ

，
ｙ

，
Ｔ

，

Ｔ
）
＝

（
？ｃ

，
６ｙ，

ｅｔ
，
ｅ
２

〇 ，
０＝ｆｃｅ ＋ｉｙ

－

ａ＞
ｔ且

（
ｆｃ

， ０ 
＝
（± ｌ

，
〇
）

， 而＆

＝＝为所关注临界点的群速度 。 将式 （
９
＞的假设代入方程（

８
）得

到关于波包 Ａ 的控制方程

Ｗ
ｒ
＋＋

Ｔ
Ａ
ｙｙ
＋＾ａ

ｚ

＼

Ａ
＼

２Ａ＝〇（
１０

）

从方程⑴出发也可以得到与 （
１ ０

＞
相同 的非线性薛定谔方程 ， 而且我们知道其非线性项的系

数应为１ １Ｖ５／８ ， 由此我们可以确定ａ
＝

ＶＨ／８ 。 在参考文献 ［
２
］中 ， 作者在方程

（
８
）
的基础上

又引入了黏性项 ， 得到了可与进行实验对比的方程 《

＆广 ［？ｒ

－ ４６ －
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Ｖ ｔ
＋

＾ｙ
］ｘ

－￣

＾ｘｘ
－

２％ｙ］
＋

＾（ｊ
］

２

）ｘ

－

ｖ
（
ｒ
ｊｘｘ＋Ｔ

］ｙｙ ）

＝
０（

１ １
）

其 中 ， ｖ为无量纲的黏性系数 。

３ 环形聚焦

为叙述方便 ， 我们首先利用方程
（
８
）
计算无黏深水重力 －毛细波中的块状孤立波解 ， 这

一

结果已经在 Ａｋｅｒｓ＆Ｍｉ 〗ｅｗｓｋｉ

［

１

ｌＳ
Ｗａｎｇ 

＆ Ｖａｎｄｅｎ －Ｂｒｏｅｃｋ
｜

ｕ
）

中被详细讨论 。深水块状孤立波

的存在性也已被其他模型和方程所证实 ［
５

，
７

，

９
－

１ ０
］等 。 如图 １ 与图 ２ 所示 ， 对称 的深水重力

一毛细波 中 的块状孤立波从ｃ
ｐ
＝
ＶＩ处分岔出来形成两个分支 ，

一

支为 中心点值为负 的下压

波 （ｄｅｐｒｅｓ ｓ
ｉｏｎｗａｖｅ ） ； 另

一支为中心点值为正的上提波 （ｅ
ｌｅｖａｔｉｏｎｗａｖｅ ） 。 在这些解 中 ，

只有大振幅的下压波是稳定的 ， 其他解均不稳定 ；
而对于

一

大类初始条件 ， 大振幅 的下压

波 （图 ２ 左 ） 在深水重力一毛细波的长时间 发展演化中起到了类似于吸引子的作用
１

１
（ ）

｜

。

图 １ 深水重力－毛细波中块状孤立波的分岔图 （蓝色实线为方程（８）的计算结果 ）
， 分岔点为 上半支为

上提波 ， 下半支为下压波 。 红色虚线为非线性薛定谔方程的理论预测值

图 ２ 典型的块状孤立波的波形 ： 下 压波 （左 ） 和上提波 （右 ）

？ ４７ －
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非线性光学的基本方程也是三阶非线性薛定谔方程 ， Ｇ ｒｏｗ

［

４
１指出 ， 当强激光脉冲打入

水中 时展现出 强烈的聚焦现象 ： 当初值为高斯型时 ， 聚焦发生在一个点上 ： 而当初值为超

高斯型时 ， 聚焦现象发生在一个环上 。 我们利用方程（
１

１
）
探 索类似的现象能否在深水重力 －

毛细波 中出现 。 取超 高斯型波包缓慢调制下 的 高频简谐波为初仉 ：

ｒ
ｊ （
ｘ

， ｙ，
０）＝２ ｅ／３ｅ

￣

＾
ｅ

ｉ
ｘ
２
＋ ｆ

２

ｙ
２

）

２

＾ｒ
ｃｏｓ

（
ｋｘ

）（
１ ２

）

我们先取 ／ｃ＝ｌ
，
ｅ＝０ ． ０５ ，Ｗ３ 显示丫 解随时间的发展浈化 。 Ｗ３ 中的第二个时刻淸晰呈现

出解在
一

个环形上的非线性聚焦现象 （颜色变深代 表 ｆｆ振幅变大 ） ， 解之后的发展并未如非

线性薛定谔方程所预测 的那样出现波坍坳 （ ｗａｖｅ ｃｏｌ ｌ ａｐｓｅ ）
， 而是破碎成

一

群斑点 ， 这些高

亮的斑点正是对应稭下 丨Ｋ燜的块状孤 ＊波解 （ 阁 ２ 左 ） 。 Ｗ
４了 阉 ３ 时间历程中各时 间

点所对应波哨 在 Ｆｏｕｒ ｉ ｅｒ

＇

个间的捫 。 浒随时间 的演化表明初始窄带谱 作先发展出倍周期现 象

（ ｐｅｒｉ ｏｄｄｏｕ ｂｌ ｉｎｇ ） ， 然后站
一个波 浒不断变宽的过程 （ ｓｐｅｃ ｔｒｕｍｂ ｒｏａｄｅｎ ｉ

ｎ
ｇ ） 。 最后我们 需

要指 出 ｆｃ＝１对应矜 临界波数 ， 在此特殊点波的相速度达到极小值 ， 此处线性色散 向外传递

的能 砑较少 。 而 ，所取波数远离临界波数时 ， 虽然也能看到环形聚焦现象 ， 但色散的千扰

明显增 多 （ 如图 ５ 中取ｆｃ
＝

０ ． ７５ ） 。

Ｗ ３ 啾 力 －毛细 波的环形 聚焦现 象 ： 赳 商斯初值随时 间的 发展沏化

－ ４８ －
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图 ４ 对应于 图 ３ 中各时间点 Ｆｏｕｒｉ ｅｒ 空间中 的谱

图 ５ 偏离临界点的聚焦现象
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