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基于第二粘性的 Navier-Stokes 方程组求解正激波结构  

李馨东[1]，赵英奎[1]，胡宗民[2]，姜宗林[2]  

（[1]北京应用物理与计算数学研究所,北京，100094）（[2]中国科学院力学研究所,北京，100190） 

摘要   为考察气体第二粘性（即体积粘性）对正激波内部流动的影响机制，数值求解了含第二粘性的一维 Navier-

Stokes 方程组，结果表明：第二粘性对激波内部的密度、热流和能量分布等物理量具有抹平效应，导致热流和熵流的

峰值减小、激波厚度增加，体积粘性耗散的增加使得一部分机械能转化为内能；考虑第二粘性所计算的密度分布和激

波厚度大为改善，与实验数据吻合较好；当马赫数为 102.1  Ma ，激波内部的 Knudsen 数满足

4.012.0  Kn 。因此，当考虑第二粘性时 Navier-Stokes 方程组能更准确地模拟正激波结构。  

关键词  Navier-Stokes 方程；Stokes 假设；第二粘性；体积粘性，正激波结构  

中图分类号  O35   文献标志码  Ａ    

Investigation of Normal Shock Structure by Using Navier-Stokes Equations with 

the Second Viscosity 

LI Xindong[ 1],  ZHAO Yingkui[ 1],  HU Zongmin[ 2],  JIANG Zonglin[ 2] 

（[1]Institute of Applied Physics and Computational Mathematics, Beijing 100094, China） 

（[2]Institute of Mechanics, Chinese Academy of Sciences, Beijing 100190, China） 

Abstract  In order to investigate the influence mechanism of the second viscosity on the internal flow of a normal shock 

wave, one-dimensional Navier-Stokes equations are numerically solved. The results indicate that the second viscosity has a 

smoothing effect on density, heat flow and energy distribution in the shock wave, which results in a decrease of the peak value 

of heat and entropy flows, and an increase of shock thickness. Due to the production of normal viscous dissipation, some lost  

mechanical energy is converted into internal energy. When considering the second viscosity, the density distribution and 

shock thickness are greatly improved, which are in good agreement with the experimental data. In addition, the Knudsen 

number is obtained as 4.012.0  Kn  within the Mach number range from 1.2 to 10. It indicates that the Navier-Stokes 

equations with the second viscosity can simulate normal shock structure more accurately.  

Key words  Navier-Stokes equations; Stokes assumption; the second viscosity; Bulk viscosity, Shock wave structure  

0  引言 

流体力学是一门古老的学科，至今已发展近两百年了，其基本理论可以追溯至 19 世纪四五十年

代 [1]。在流体力学领域，目前被人们广为熟悉和使用的 Navier-Stokes 方程组是由斯托克斯（G.G. 

Stokes）于 1845 年正式建立的[2]，他从牛顿内摩擦定律出发，完整推导出了含两个耗散系数的流体运

动基本方程组，它们分别是剪切粘性系数  和体积粘性系数 ，也分别叫作牛顿流体的第一粘性和第

二粘性。然而，在那篇奠定流体力学理论基石的论文[2]中，Stokes 针对不可压缩或近似不可压缩流动

问题，人为地给出了“ 0 = ”的假设，即忽略第二粘性或体积粘性，这是一个很强的人为假设。170

多年过去了，目前可压缩流体力学领域的主流研究仍然采用着这个“Stokes 假设”。其实在数学上，第

一、二粘性完整地描述了牛顿流体的线性本构关系，它们分别体现在切向粘性应力和法向粘性应力；
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在物理上，第二粘性与流体微团以有限速率改变其体积时的耗散机制有关 [3]，当物质状态迅速变化或

内部有缓慢自由度（如转动、振动和化学反应等）激发时，就可以借助第二粘性去描述系统热力学平

衡的偏离[4]。另外，根据热力学第二定律还可以证明 0,0   ，当且仅当热力学系统内部的耗散

过程是可逆的时候，这两种粘性系数才都为零[5]。 

近 60 年来，分子运动论 [6-8]、连续介质理论 [9,10]和实验 [11-14]已经表明：除了单原子气体外，

Stokes 假设一般是不成立的，尤其在较高温度和频率的情况下。最近，第二粘性效应也在正激波结

构[15,16]、可压缩边界层流动 [17-20]、湍流燃烧[21,22]、均匀各同性湍流[23]、环形激波聚焦 [24]等可压缩流

动中得到了应用研究，这些研究表明第二粘性作为流体固有的物性参数，对许多可压缩流动问题都会

产生较为显著的影响。 

本文研究的一维正激波结构，在数学上常被看作是一种没有宽度的间断，在物理上却是一种连续

渐变的、强烈压缩的薄层。由于正激波结构的一维流动特征，不涉及气面相互作用，因而常被作为检

验理论模型和算法可靠性的标准算例。实际上，真实的激波结构是一种简单而经典的非平衡态流动，

波前波后均处于平衡态，在激波内部薄层区域属于非平衡态；尽管激波厚度只有几个分子平均自由

程，但气体流动量从波前超声速区是平滑地过渡到波后亚声速区的。在以往研究中，通常采用

Boltzmann 方程[25]、直接模特卡罗模拟（DSMC）[26-28]和连续流 Navier-Stokes 方程等不同理论模型去

求解气体的激波结构，并指出 N-S 方程组是不适用于计算激波结构的，因为理论计算氩气（Ar）、氮

气（N2）的激波结构与实验结果 [29]偏差较大。但是，对于多原子气体而言，如果基于“Stokes 假

设”去求解 N-S 方程，那么实质上是忽略了第二粘性这个物理耗散的，因此有必要重新考察第二粘性

（即体积粘性）对正激波内部流动的影响。 

1  含第二粘性的一维 Navier-Stokes方程组 

激波是一种具有强烈压缩特性的物理流动现象，如图 1 所示。气流以超声速经过真实激波的内部

时，流动变量从波前的超声速区（
1 1Ma  ）平滑地过渡到波后的亚声速区（

2 1Ma  ），波前和波后

处于热力学平衡态，其宏观物理量可以通过 Rangkine-Hugoniot 关系确定。激波内部处于非平衡态，

厚度 只有几个平均自由程。 

 

图 1  正激波内部结构的示意图 

Fig.1  Diagram of internal structure of the normal shock wave 

为求解图 1 中的激波内部流动，现在给出含有第二粘性的一维 Navier-Stokes 方程组，如等式

（1）所示，其中的 和 分别为第一粘性（剪切粘性）和第二粘性（体积粘性）。 
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考虑一维定常流动（即坐标参考系建在激波阵面上，流动量仅与空间位置 x 有关），则得连续方

程、动量方程和能量方程的一维形式分别为 
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将上式对 x 做一次积分，有 
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数，脚标 1 表示波前参数。将等式（3）无量纲化，整理后（去掉上标“-”）得到一阶常微分方程组如

下 
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该二元一阶微分方程组的边界条件满足 
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第一粘性采用 Sutherland 公式：
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粘性与第一粘性之比，它决定了第二粘性的大小。本文主要考察第二粘性的三种理论结果： 

1) 0
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= = （或 0 = ），表示 Stokes 假设理论，即忽略第二粘性[2]； 
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2) ( )1
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= = − ，表示分子运动论给出的粘性系数比[6-8]； 
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= = ，表示连续介质理论给出的粘性系数比[9,10]； 

本文以双原子的氮气为例，仅考虑激波内部的转动激发态，氮气分子的弛豫时间为

4
rot rotp Z


 = ，分子碰撞数的范围[16] 10rotZ  ，为简单起见计算取碰撞数 10rotZ = 。N2 为量热完全

气体，比热比 1.4 = 。无量纲后的分子平均自由程为 
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采用四阶 Range-Kutta 法求解式（4）中的一阶常微分方程组，由于式（5）的边界条件为渐近条

件，实际计算时存在一定困难。这里采用打靶法[15,16]： 

1)先在 0x = 处取
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2

p p
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2)再任选 0(0) = 作为某一初始值，利用已知的 (0)p 和 (0) ，从 0x = 处分别向左右去求解方

程（4）的初边值问题。根据 n 次得到的结果，迭代更新 0 进行 n+1 次的求解，直到激波上下游区域

的计算值满足渐近边界条件式（5）为止，取数值迭代误差为
3

0 10n  −−  。 

2  正激波结构 

2.1  激波内部的流动变量分布 

图 2(a)-(c)给出了氮气在马赫数 Ma=1.53, 2.0 和 6.1 时，激波内部密度分布的理论和实验值，图

2(d)为 Ma=2.0 时激波内部的速度和温度分布。其中，横坐标 x 表示空间位置与分子平均自由程的

比值，纵坐标为归一化后的密度。 
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图 2  不同马赫数下激波内部的密度分布: (a) Ma=1.53; (b) Ma=2.0; (c) Ma=6.1; 曲线为理论计算的结果，符号为实验数据 . (d)为 Ma=2.0 时

激波内部速度和温度分布的计算结果 

Fig.2  Density distributions for different Mach numbers in the shock: (a) Ma=1.53; (b) Ma=2.0; (c) Ma=6.1; The lines and symbols represent 

respectively the results of theory and experiment. (d) is the numerical result of velocity and temperature distributions in the shock wave when Ma=2.0 

 从图 2(a)-(c)可以看出：当忽略第二粘性（即 0 = ）时，连续流 N-S 方程计算的密度曲线与

实验值偏离较远，如长虚线所示；当考虑第二粘性时，基于分子动理论[6-8]（即 ( 1)p  = − ，点画

线）和连续介质理论[9,10]（即 (1/ 2) p = ，实线）给出的预测值与实验结果 [29]吻合较好；当马赫数

越大，激波薄层受到的压缩程度也就越大，因而密度梯度显著增加。进一步地，图 2（d）也比较了

三种粘性理论下激波内部的速度和温度分布，与密度分布的变化趋势相同：当第二粘性增加时，激波

层内的速度和温度分布也变得更为平缓。可见，与忽略第二粘性效应的情形相比，考虑第二粘性 的

连续流 Navier-Stokes 方程组更能准确地模拟激波的内部结构，其实质是因为第二粘性增加了激波层

内的物理粘性耗散，导致不可逆的内耗发生，使得流动量的分布显得更加平缓，表现出了抹平效应。 

2.2  激波内部的耗散输运 

激波内部流动是一个非平衡态的过程，流体微团经过激波层受到强烈压缩，动能因不可逆内耗而

产生机械能损失，其中对输运耗散起关键作用主要是粘性和热传导。为了考察第二粘性的耗散效应，

现将无量纲后的粘性偏应力 x 、热流 q 、熵流 s 分别写为 
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图 3  激波内部的耗散输运（熵流、热流和粘性应力）：(a) Ma=2.0, (b) Ma=6.1 

Fig.3  Dissipative transfer in the shock (Entropy flow, heat flow and viscous stress): (a) Ma=2.0, (b) Ma=6.1 

 图 3(a)-(b)分别给出了 Ma=2.0 和 6.1 时，激波内部与耗散输运密切相关的粘性应力、热流和

熵流值。这里的实线、点画线和虚线分别表示 Stokes 假设理论（ 0 = ）、分子动理论

（ ( 1)p  = − ）和连续介质理论（ (1/ 2) p = ）的计算结果。单位质量的流体微团穿过激波层

时，其内部流动存在粘性耗散和热扩散等非平衡输运现象，如图 3 所示。当忽略第二粘性时（实线所

示），粘性应力（与速度梯度变化相关， x− 为负表示微团压缩）、热流（与温度梯度变化相关，

q− 为正表示微团吸热）和熵流都是先增加后减小，在激波内部出现了一个极大值；当考虑第二粘性

时，随着 的增加，粘性应力 x 的峰值也相应增加，热流 q 峰值和熵流峰值均有所减小，二者的曲线

分布显得更加平缓。也就是说，当气体微团经过激波层时，受到强烈压缩并开始吸热升温，粘性应

力、热流和熵流随之增加至极大值；随着非平衡输运过程逐渐趋于平衡态，速度梯度和温度梯度也逐

渐减小，气体微团的粘性应力和热流通量的增速减缓并逐渐趋于零，最后在激波后的平衡态处，粘性

应力 x 和热流 q 降为零，而熵流 s 增加至某一常数。对比图 3(a)和 3(b)可知，马赫数越大或者压缩越

强烈，粘性应力 x 和热流 q 的非平衡区域就越小（即激波厚度越窄），熵流 s 却显著增大。 

 现在进一步分析激波内部熵流的极值问题。熵是一个状态量，只与系统所处的热力学状态有

关，与过程无关。我们知道热力学系统的熵由两部分组成，即 f gds s s = + ， =fs q T  为熵流，

表示换热对系统熵变的贡献，系统吸热为正，系统放热为负。熵产 0gs  是不可逆性对系统熵变化

的贡献，当且仅热力学系统为可逆过程时才有 =0gs 。也就是说，图 3 给出的熵值就是指激波内流动

的熵流 fs ，由等式（10）（通过热力学第一、二定律或 Navier-Stokes 方程组的能量方程可等价导
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出）可知，熵流与吸热量相关，由于激波层内热流率 q 先增加后减小，因而熵流 fs 也随之先增后减

小，于是出现了极大值[5,30]。 

2.3  激波内部的能量变化 

在第 2.2 节耗散输运分析的基础上，为了考察激波内部的能量变化规律，设静焓 h 、动能 K 和总

焓 H 分别为 
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在激波的内部流动中，总焓 H 还应满足等式(3)中的能量方程，整理后有 
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右端的 1H 为来流总焓，减去粘性应力做功 xu 和热传导 q ，这就是所谓的热力学第一定律。 

图 4(a)和(b)分别给出了 Ma=2.0 和 6.1 时激波内部的能量变化规律。当 Ma=2.0 时，流体微团的动

能小于静焓值，穿过激波阵面后，动能减小、焓值增加，而总焓与波前保持一致；当 Ma=6.1 时，也

有类似的变化趋势，只不过流体微团的动能要远大于静焓，而在激波后的平衡态处，动能转化为焓

值，二者相加得到的总焓依然与波前保持不变。 

当考虑第二粘性时，由于激波内部的粘性应力增大，使得气体微团的不可逆内耗增加、动能 K 减

小，因而由第二粘性造成损失的那部分机械能转换为内能以增加焓值 h ；当流体微团穿过激波阵面

后，波后处于平衡状态，动能和焓值最终保持稳定。从分布曲线可以看出，体积粘性越大，激波层内

的能量曲线分布显得更加平缓，动能 K 的减小幅度和焓值 h 的增加幅度均有所上升。 

  

图 4  激波内部的能量变化（总焓、静焓和动能）：(a) Ma=2.0, (b) Ma=6.1 

Fig.4  The change of energy in the shock (Total enthalpy, static enthalpy and kinetic energy): (a) Ma=2.0, (b) Ma=6.1 

2.4  激波厚度 

现在来考察激波厚度 ，通常取密度梯度变化最大的位置作为激波厚度的定义。从图 5（a）可以

看出，随着 Ma=2.0 增加到 Ma=10，激波层内的密度梯度是逐渐增大的，根据式（7）的定义，激波

厚度函数 )(0 x 的极大值是不断减小的，如图 5（ b）所示，而这个极大值可以通过关系式

 )(max 0 x = 来确定激波的真实厚度。 
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图 5 激波厚度随马赫数的变化：(a) 密度梯度变陡；(b) 激波厚度函数减小 

Fig.5  Change of the shock wave thickness with Mach numbers: (a) Density gradient steepening; (b) Thickness function of shock wave decreasing 

现将激波厚度 与等式(6)定义的分子自由程 进行比较分析。表 1 给出了不同马赫数下理论计算

的 ：当考虑第二粘性 时，激波厚度大约增加了一倍；在 10Ma  时，激波厚度 只有几个分子

自由程的宽度，尤其在 4 10Ma  的范围内，激波厚度 约相当于 2 。随着 Ma 数增加， 先减

小后增加。实际上，由分子动理论可知，分子自由程  与温度的平方根成反比，即 T1~ ，当

Ma 数增大时，压缩越剧烈，不仅激波厚度 减小，也引起温度升高而导致分子自由程  减小，当二

者均减小时，   就可能呈现先增加后减小的变化趋势。 

表 1 不同马赫数下理论计算的激波厚度 

Table 1  Theoretical results of the normal shock thickness in different Mach numbers 

 

最后比较激波厚度倒数   的理论结果与实验数据。从图 6 可以清楚地看到：当忽略第二粘性的

影响时，即粘性耗散只有第一粘性，Navier-Stokes 方程组所计算的   与实验值相差甚远，如点画线

所示，这与以往激波结构的研究结论 [25-28]是一致的。然而，当把第二粘性考虑进来后，理论计算的

  大为改善，与实验数据很接近，尤其是当 4Ma  时理论与实验结果吻合得很好；而当

4 10Ma  时，分子动理论和连续介质理论的计算结果比实验值偏高些，原因可能是目前计算的碰

撞函数 rotZ 采用了常数，如果采用随温度变化的碰撞函数可能会好些。进一步比较可知，与分子动理

论的预测结果（长虚线所示）相比，连续介质理论的预测结果（实线所示）与实验数据符合得略好

些。 
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图 6 正激波厚度倒数的理论计算和实验结果 

Fig.6  Reciprocals of the normal shock thickness for the theoretical calculation and experimental data 

2.5  Knudsen数的讨论  

在 2.1 节和 2.4 节已表明，考虑第二粘性 的 Navier-Stokes 方程所计算的正激波结构与实验结果

吻合得较好，但是激波只有几个分子自由程的宽度，此时连续介质假设的适用性就需要进一步讨论

了。判断流动区域的无量纲参数为 Kn 数，其定义为 LKn = ，L 为特征长度，不同区域的 Kn

数[31,32]如图 7 所示。连续流的 Navier-Stokes 方程适用于 2.0Kn 的区域，当 03.0Kn 时，计算壁

面流动时还需考虑滑移效应； 0.103.0  Kn 为过渡区； 0.1Kn 为自由分子流区。 

 

图 7 不同流动区域的 Knudsen 数 

Fig. 7  Knudsen number for different flow regions 

对于开放域中的激波内部流动来说，选取激波厚度  作为特征长度是合理的，即在激波内部有

=Kn 。由表 1 和图 6 的理论与实验结果可知：在 102.1  Ma 范围内，正激波内部流动的

Knudsen 数满足 4.012.0  Kn ；根据图 7 的流动判据可知，激波内部流动的 Kn 数一部分落在连续

区域，一部分落在靠近连续域的过渡区，但激波内部结构不涉及壁面作用，因而在过渡区不存在所谓

的壁面滑移效应。综合来看，我们可以认为：当把第二粘性考虑进 Navier-Stokes 方程组时，连续流

模型计算的激波结构与实验结果吻合较好，这是基本符合 Knudsen 判据数的。 

3  结论 

通过求解含第二粘性（即体积粘性 ）的一维 Navier-Stokes 方程组，详细分析了正激波内部流

动的密度分布、耗散输运、能量变化、激波厚度和 Knudsen 判据数等几个方面，研究结果表明：

（1）第二粘性会使激波层内的密度、热流、熵流、动能和焓的曲线分布变得更为平缓，粘性应力的峰

值增大、热流和熵流的峰值减小、激波厚度增加，同时第二粘性耗散的增加导致了一部分动能转换为
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内能。（2）与忽略第二粘性的情形相比，含 的连续流 Navier-Stokes 方程计算得到的激波密度和激

波厚度大为改善，与实验数据吻合较好。（3）马赫数在 102.1  Ma 范围时，正激波内部流动的

Knudsen 数满足 4.012.0  Kn 。因此，采用 Navier-Stokes 方程组模拟激波内部流动时，需要谨慎

采用“Stokes 假设”，应将流体的第二粘性正确合理地考虑进来。 
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