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海洋工程专题

非线性海洋内波的理论、模型与计算
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摘要 海水因盐度与温度的垂向差异造成密度层结现象,进而由于海洋系统的内部扰动 (如海潮流过局部隆起的

海底地形)与外部扰动 (如死水现象)造成等密面的波动,这一现象称为 “内波”.内波在全球范围内大量存在,尤

其是在海峡入海口等密度层结现象较为明显和稳定的区域会有内波频繁活动.海洋通常呈现 “三明治”状的结

构: 密度相对稳定的混合层与深水层,以及位于中间密度连续过渡的密跃层. 密跃层的整体脉动对于海洋工程和

海洋生态环境有重大的影响;而密跃层内部的波动对于潜艇的非声探测 (反过来说,对于潜艇的隐身作战)具有

潜在的应用价值.而造成这些重大影响的根源在于内波在水平和垂直方向都具备传播能力,这是有别于海洋表

面波浪的关键之处. 本文针对两类海洋密度模型−连续分层模型与间断分层模型,从理论研究、数值模拟、实验

室机理实验等方面论述了研究海洋内波的各类非线性模型 (包括弱非线性的 Korteweg-de Vries方程、Benjamin-

Ono方程, Kadomtsev-Petviashvili方程等著名模型以及强非线性 Miyata-Choi-Camassa方程、非线性势流理论、

带密度变化的不可压缩 Navier-Stokes方程等),讨论各自的适用范围,并借此探讨内波在海洋质量动量能量输运

中所起的至关重要的作用.
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Abstract Salinity and temperature variations in the vertical direction lead to density stratification in oceans, and the fluc-

tuation of isopycnal surfaces resulting from internal perturbations (such as stratified shear flow over a bottom topography)

or external disturbances (such as the dead water phenomenon) is called the internal wave. Internal waves are ubiquitous

in the ocean and usually arise in the situation when the density stratification is obvious and stable such as at the mouth of

strait. Oceans are usually characterized by a sandwich-like structure: a mixing layer and a deep-water layer featuring an
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almost uniform density, and a transition layer in the middle with continuous density variation. Fluctuations of the transi-

tion layer have great impact on ocean engineering and ocean ecology, while waves inside the transition layer has potential

applications in the non-acoustic detection of submarines (conversely, in the stealth operation of submarines). The main

reason for these important influences lies in the ability of internal waves to propagate in both horizontal and vertical direc-

tions, which is the essential difference from that of ocean surface waves. In the current paper, two types of ocean density

models, continuously stratified models and discontinuous layered models, are thoroughly discussed. Various nonlinear

models used to study ocean internal waves (including celebrated weakly nonlinear models, such as the Korteweg-de Vries

equation, the Benjamin-Ono equation, and the Kadomtsev-Petviashvili equation, and strongly nonlinear models, such as

the Miyata-Choi-Camassa equation, the fully nonlinear potential theory, and the incompressible Navier-Stokes equation

with density variations), as well as their respective scope of application, are reviewed from the aspects of theoretical

analyses, numerical simulations, and laboratory experiments. Particular attention is paid to the important role of internal

waves in transferring mass, momentum and energy in oceans.

Key words internal ocean wave, layered model, continuously stratified model, nonlinear wave, boundary integral method,

Boussinesq equations, high-order numerical scheme

引 言

Nansen船长与死水现象

1893年, 32岁的挪威极地探险家 Fridtjof Nansen

驾驶着自行设计的 Fram号前往北极探险. 他在穿越

北西伯利亚诺登舍尔德群岛的时候遇到了一种被当

地水手称为 “死水”的奇怪现象, Fram号遭遇了来自

海水的某种神秘拖拽力, 在周围海洋环境没有太大

变化的情况下, 其航速从原先的 6 至 7 节直接降至

1.5节以下. Nansen船长在日记中写道:

“When caught in dead water Fram appeared to be

held back, as if by some mysterious force, and she did not

always answer the helm. In calm weather, with a light

cargo, Fram was capable of 6 to 7 knots. When in dead

water she was unable to make 1.5 knots. We made loops in

our course, turned sometimes right around, tried all sorts

of antics to clear of it, but to very little purpose.”

探险归来, Nansen 船长前去请教同事 Vilhelm

Bjerknes 教授, 后者大胆地提出了一种猜想, 即在密

度明显分层的流体上航行时, 船舶的动能会有很大

一部分转移到流体内部密度跳跃的分界面上导致密

跃层波动,而这种内部波动又反过来干扰船舶的正常

前进. Bjerknes教授安排了一名博士生, 也就是后来

成为一代海洋学大家的瑞典人 Vagn Walfrid Ekman,

对此假说进行检验. Ekman在他 1904年的博士论文

中设计了一个简单的模型, 并开展了一系列精巧的

实验证实了这一解释. 2011年为纪念 Nansen船长诞

辰 150 周年, 法国里昂高等师范学院物理实验室的

Matthieu Mercier等实验流体力学家利用现代实验手

段复现了 Ekman的死水实验 [1]. 从所拍摄的视频中

清晰可见内波产生的全过程, 以及如何反作用于船

上阻碍其前进 (见图 1).

图 1 法国里昂高等师范学院物理实验室利用现代技术复现 Ekman

的 “死水”实验. 以三层流体系统为实验模型 (由上而下以红白黄三

色区分),每层的厚度分别为 5.0 cm, 3.0 cm与 5.5 cm,而密度分别为

0.996 7 g/cm3, 1.007 9 g/cm3 和 1.020 1 g/cm3. 模型船由左向右航行,

3张图由上至下表示不同时刻模型船的位置以及内波的波形

Fig. 1 Ekman’s dead water experiments reproduced with modern

technology by French experimentalists in the laboratory of physics at

University of Lyon. The three-layer fluid system was used as the model

(distinguished by red, white and yellow from top to bottom). The

thickness of each layer was 5.0 cm, 3.0 cm, and 5.5 cm respectively, and

the density was 0.996 7 g/cm3, 1.007 9 g/cm3, and 1.020 1 g/cm3

respectively. The model ship sails from left to right, and snapshots from

top to bottom show the position of the model as well as the internal

wave profiles at different times

死水现象使人类认识到海洋远比我们想象的要

复杂得多,即使在风平浪静的时候,海面下依然可能

存在轩然大波. 1980 年 8 月 12 日, 纽约时报科学版

刊出题为《隐藏在海面下的巨大波浪产生的表面波
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纹》的文章,对内波的存在做了长篇报道. 对于大振

幅内波可能对人类活动和环境造成的影响, 该文主

要提出以下三点: ①对潜艇等海洋内部航行器的影

响;②对海洋作业平台及水下生产设施的影响;③对

海洋物质输运及生态环境的影响. 之后人类对于海

洋的研究与实践活动使得这些预测被一一证实.

大自然中的海洋

海水因盐度与温度的差异造成密度跃层, 进而

引发内部密跃层的波动,这一现象称为 “内波”.由于

实际海水密度的层间变化很小 (跃层上下的相对密

度差仅约为 0.1%),所以海水只要受到很小的扰动就

会偏离其平衡位置而产生 “轩然大波”. 因此了解海

洋的密度结构是内波研究的前提.

海洋是处于旋转地球上受重力作用的广袤含盐

水体.在海面受太阳辐射的不均匀加热,以及不同气

候带的大气动力学和热力学作用下,各海区海水的温

度、盐度和密度都有显著的差异,但其垂直分布却呈

现出某种有规律的宏观层次结构. 观测表明,海洋中

普遍存在的层结现象可以由海水的温度和盐度差异

引起,主跃层出现在深度约 200∼1000 m处,据此我们

可以将海洋沿垂直方向大致分为三层 (见图 2):主跃

层往上 (< 200 m)海洋表层由于风剪切和表面波破碎

造成上层混合层,在该区域由于湍流混合,温度、盐

度与密度几乎都是均匀的; 主跃层 (200∼1000 m) 内

温度、盐度与密度均出现大幅变化,三者呈现某种相

关性; 深水区 (> 1000 m) 海水的物理性质相对稳定,

各个量变化很小. 这种分层结构称为 Holmboe 密度

模式.

图 2 海洋中温度、盐度、密度随水深的变化函数

Fig.2 Temperature, salinity, and density in the ocean as function of depth

因此海洋内部波动的数学模型一般分为两大类:

密度强分层模型 (即将 Holmboe 模型式中的密跃层

看作一个整体,用于研究密跃层的整体脉动)与密度

连续分层模型;前者称为界面波,而后者称为体波.

内波的观测

自 1893 年 Nansen 船长在北冰洋附近遭遇 “死

水效应”以及 Ekman的实验发表之后不断有关于海

洋内波的观测报告,如 1910年 “Michael Sars”号的考

察, 1927年 “Meteor”号的考察, 1929年 “Snellius”号

的考察等. 这一时期,人们对内波的特性与运动规律

知之甚少. 自 20世纪 40年代起,温深仪的发明及各

种快速密集取样调查仪器与方法的相继出现, 使得

内波的观测工作迅速发展起来. 早期观测中最著名

的是 Perry和 Schimke [2] 在安达曼海的测量. 他们在

1500 m深的海域中约 500 m处的主温跃层上发现了

高达 80 m, 长约 2000 m 的海洋内波, 并伴随着海面

上大片的短波区. Osborne和 Burch [3]的研究表明,此

内波是由安达曼和尼科巴岛链中的潮汐流产生的,并

向数百公里外的苏门答腊海岸线传播;特别地,他们

注意到当内波通过这片海域之后海面变得极度平静,

这一引人注目的现象被称为 “贮水池效应”(millpond

effect).中国科学院南海海洋研究所 “实验 3号”考察

船在东沙群岛西侧、西北和南部地区进行定点观测;

美国 - 加拿大于 1983 年和 1984 年在佐治亚海峡及

纽约长岛附近海岸开展联合观测; 2001 年亚洲海域

国际声学实验采用多条温度链对南海北部的内波进

行观测,得到了非线性内波的传播演化情况. 图 3显

示的是 Duda等 [4] 在中国南海地区观测到的内孤立

波,其水深约为 340 m,内波振幅竟高达 150 m.

图 3 中国南海观测到的大振幅内孤立波.水平坐标表示时间,每隔

1 min采样一次;垂直坐标表示海洋深度 (总深度约为 340 m)

Fig. 3 A large-amplitude internal solitary wave observed in the South

China Sea. The horizontal coordinate represents the time, sampling

every 1 min, and the vertical coordinate indicates the depth of the

ocean (the total depth is about 340 m)

随着合成孔径雷达 (synthetic aperture radar, SAR)

这一卫星遥感技术的出现,大范围的海洋摄影成为可

能.相比于现场观测,合成孔径雷达具有全天时、全

天候、远距离、大范围、高分辨率等优势 [5];当有大
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振幅内孤立波通过被监测海域时,海洋表面会出现完

全局部化的剧烈浪潮区,这使得 SAR图像上反映出

来的海面反射特性发生明显变化,研究人员正是通过

对激潮区的观测来判定内波的存在 (见图 4).卫星遥

感探测大振幅内波的基本原理为:内孤立波通过其所

诱导的剪切流场调制海表波,引起海洋表面波浪的辐

聚和辐散,从而改变海洋表面的粗糙度,使得 SAR遥

感图像表现出明暗相间的条纹特征 [6]. 由内波激发

的局部海面波群称为 “激潮”(tide rip),意为潮水冲突

引起的波浪,亦被称为内波的 “表面特征”(surface sig-

nature).内波激潮现象的存在为强内波的参数反演提

供了途径,即利用表面波群的水动力学参数及其他水

文资料提取内波的波速、波长、振幅等关键参数 [7].

值得一提的是,除 SAR以外另有其他卫星可用于内

波表面特征的观测,其中比较著名的是Moderate Res-

olution Imaging Spectroradiometer (有兴趣的读者可参

看文献 [8]).

图 4 东沙群岛北部 (北纬 21度,东经 116度 51分)内孤立波的卫星

遥感图像. c⃝ CNES 2000 - Spot Image distribution

Fig. 4 SAR image of an internal solitary wave in the northern Dongsha

islands (21 degrees north latitude, 116 degrees and 51

minutes east longitude)

内波的生成机制与现实影响

由于海洋内部跃层两侧的密度差远小于海水与

空气的密度差,致使海洋内波的振幅巨大.这导致内

波在整个海洋生态系统的平衡以及动量能量的垂向

和水平输运中显得至关重要,尤其是大振幅的内孤立

波可携带质量和动量传播上百公里,可将海底营养物

质带到混合层从而使海洋生物受益.在军事领域,海

洋内波导致的等密面脉动能造成鱼雷脱靶、潜艇失

控等重大事故,同时还能极大地影响声波的传播,给

水下目标的探测与定位以及水声通信带来严重影响.

在民用上,海上作业平台和水下生产设施因遭受内波

影响而引发事故时有发生,典型事件如:安达曼海石

油钻机被内孤立波扭转 90◦并推移至 30 m开外; “南

海 VI号”石油钻机遭遇强内波袭击致使作业受到严

重影响; 流花油田半潜式平台在锚泊系统解脱过程

中因内孤立波来袭造成在 15 min内向北漂移 120 m

等 [9].

我国南海是海洋油气聚集中心之一, 也是内波

这种自然现象频发的海域 (见图 5),吕宋海峡更被认

为是南海内孤立波的重要源头 [10-11]. 为保障海上作

业安全, 深刻理解内波在我国南海地区的生成与发

展、演化、传播机制,建立早期的预警系统进行实时

监控,以便在强内波来袭时获得应对的时间,对于我

国的海洋工程尤其是深海油气资源的开发具有重要

的意义 [12].

图 5 目前已观测到的内孤立波全球分布图;大部分位置通过

卫星遥感探知 [13]

Fig. 5 Global distribution of internal solitary waves. Most of the

locations were obtained by satellite remote sensing[13]

1 密度强分层模型

20 世纪 70 年代海洋卫星高空遥感技术的发展

与应用成为人类认识海洋动力学的新起点. 对于海

洋表面波与内波的研究成为了海洋工程、卫星遥感、

水动力学、应用数学的汇聚之处.随着人类对海洋探

索的不断深入以及海洋工程的迫切需求, 近年来对

于内波的理论与计算研究均取得了很大的进展, 许

多非线性数学模型被构造出来, 而机理性的研究也

朝着精细化和数学化的方向发展.

1.1 二维两层模型

图 6是两种不同密度的不混溶液体内界面波的

典型示意图: 其中 ρ1(ρ2)表示上 (下)层流体的密度;

h1(h2) 表示上 (下) 层流体静止时的平均深度; η(x, t)

表示其偏离平衡位置的高度. 相比于内波的巨大振

幅,海洋表面波浪的尺度要小得多,因此在开展内波
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理论与数值研究时, 大部分学者往往将海洋自由面

假设为一个没有形变的固定壁,这一简化称为 “刚盖

假设” (如图 6左边所示). 但是在研究内波的表面特

征 (即内波激潮)时往往需要将海洋表面当作自由面

来处理 (如图 6右边所示).

图 6 “刚盖假设”下的内界面波 (左);带有自由表面的内界面波 (右)

Fig. 6 Left panel: interfacial waves under the rigid-lid approximation.

Right panel: interfacial waves with a free surface

1.1.1 弱非线性模型

在实际工程应用当中, 由于 Korteweg-de Vries

(KdV)方程能兼顾非线性与频散效应,且形式简单便

于分析,同时又易于在其中引入反映地形变化、海底

摩擦、科里奥利力等影响因素的项,是目前处理内波

问题时使用最为广泛的方程. 量化非线性和频散效

应重要性的一种普遍接受的方法是引入两个独立的

无量纲参数:振幅参数 α = a/h1和波长参数 β = h1/λ,

其中 a 和 λ表示内波的振幅和波长. 对于两层流体

间界面的波动规律,还有一个十分重要的参数,那就

是上下流体层的平均深度之比 γ = h1/h2. 即使在弱

非线性假设之下 (α ≪ 1和 β ≪ 1), γ的不同也可以

导致不同的模型. 下层流体厚度相比于波长可以是

很小的,也可以是相同量级的,甚至下层流体厚度可

以看作是无限深的 (h2 → ∞).

对于上下层流体厚度相差不大的情形 γ = O(1),

在满足 α = O(β2)和 α ≪ 1的假设之下,可以导出经

典的 KdV方程作为描述单向传播和弱非线性波动的

演化控制方程

ηt + cηx + α1ηηx + β1ηxxx = 0 (1)

其中

c =
[
g(ρ2 − ρ1)h2h1

ρ2h1 + ρ1h2

]1/2

α1 =
3
2

c
h1h2

ρ2h2
1 − ρ1h2

2

ρ2h1 + ρ1h2

β1 =
ch1h2

6
ρ1h1 + ρ2h2

ρ2h1 + ρ1h2

对于一个小振幅谐波 η = ei(kx−ωt),线性化方程 (1)可

以得到其频散关系

ω = ck − β1k3 (2)

当下层的深度远大于上层时 (γ ≫ 1), 在 α =

O(β) 和 h2 = O(λ) 的假设之下可以导出中长波

方程 [14-15]

ηt + cηx + α1ηηx +
∂

∂x

∫ +∞

−∞
G(x − x′)η(x′, t)dx′ = 0 (3)

其中

G(ξ) =
c

2π

∫ +∞

−∞

[
1 − kh1

2
(coth(kh2) − 1/kh2)

]
eikξdk

以及

c =
(
ρ2 − ρ1

ρ1
gh1

)1/2

, α1 = −
3c
2h1

其相应的频散关系为

ω = ck
[
1 − kh1

2
(coth kh2 − 1/kh2)

]
(4)

当下层流体无限深时,即 γ → ∞,方程 (3)即为

著名的 Benjamin-Ono方程 [16-18]

ηt + cηx + α1ηηx +
β1

π

∂2

∂x2

∫ +∞

−∞

η(x′, t)
x − x′

dx′ = 0 (5)

其中

α1 = −
3c
2h1

, β1 =
ch1ρ2

2ρ1

其相应的频散关系为

ω = ck − β1k|k| (6)

最近, Matsuno 和 Yoshimasa [19] 和 Choi 和 Ca-

massa [20] 在弱非线性假设下得出了对任意 γ有效的

更一般的方程形式.

在研究单一孤立波性质中, 实验表明弱非线性

的 KdV 理论在许多研究中显示出相当大的有效范

围 [21-23]. Koop 和 Butler [22] 发现对于深水中的弱

非线性波, KdV 模型要优于 Benjamin-Ono 模型. 在

上下流体厚度比 γ = 0.24 的一系列实验中, Grue

等 [21] 发现当波的振幅与上层流体厚度比约为 0.4

时, KdV理论具有很好的预测效果.但是当振幅继续

增大时,受限于弱非线性假设, KdV理论表现的不是

那么理想. 虽然高阶 KdV 理论在 γ ≪ 1 时改善了
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这种情况, 但最终也因同样的原因而失败. Michal-

let 等 [23] 发现 eKdV 理论提供了一些改进, 特别是

当 0.4 < h1/(h1 + h2) < 0.6时理论与实验具有很好的

一致性. eKdV 方程就是在 KdV 方程的基础上引入

三阶非线性项,其一般形式为 [24]

ηt +
(
c + α1η + α2η

2
)
ηx + β1ηxxx = 0 (7)

它可用来描述海洋中实际观测到的内孤立波脉冲变

平变宽的性质, 且在振幅的适用范围上比 KdV 更

广 [25]. 所有这些模型的共同特点是对原始控制方程

及初始条件, 通过传统的渐进分析技巧利用小参数

(例如 α或 β)消除对垂直坐标的依赖性,从而达到了

对原问题的实质性简化.

1.1.2 强非线性模型

在理论研究中, 这些弱非线性弱色散模型在解

释现象和阐述机理方面起到了本质性的作用. 尽管

如此,为了精确描述海洋观测结果,用于刻画大振幅

内波的强非线性模型 (α = O(1)和 β ≪ 1)最终仍然

是需要的. Miyata [26] 和 Choi和 Camassa [27] 各自独

立导出了强非线性的内波模型

η1t + (η1ū1)x = 0, η1 = h1 − η (8a)

η2t + (η2ū2)x = 0, η2 = h2 − η (8b)

ū1t + ū1ū1x + gηx =
Px

ρ1
+

1
η1

(
1
3
η3

1G1

)
x
+ O

(
β4

)
(8c)

ū2t + ū2ū2x + gηx =
Px

ρ2
+

1
η2

(
1
3
η3

2G2

)
x
+ O

(
β4

)
(8d)

其中

ū1(x, t) =
1
η1

∫ h1

η

u1(x, z, t)dz (9a)

G1(x, t) = ū1xt + ū1ū1xx − (ū1x)2 (9b)

ū2(x, t) 以及 G2(x, t) 的定义类似, P(x, t) 表示界面处

的压强. 方程 (8) 是 Choi 和 Camassa [27] 在浅水假

设下推导出来的演化方程, 在弱非线性假设下 (α =

O(β2)),可进一步导出 KdV方程.

与真实实验的比较显示, Miyata-Choi-Camassa方

程在求解大振幅内孤立波时要明显好于 KdV 方程.

但是Miyata-Choi-Camassa方程存在着一个潜在的问

题: Jo 和 Choi [28] 在做时间依赖的数值计算时发

现, 当振幅足够大时内孤立波在演化过程中会出现

Kelvin-Helmholtz 不稳定性, 从而导致计算终止, 并

且无从判断这是否是由于模型本身的问题所造成的.

Ostrovsky和Grue [29]利用黎曼不变量在Miyata-Choi-

Camassa 方程的基础之上导出一个单向传播的强色

散强非线性唯象模型

ηt + c(η)ηx + (β(η)ηxx)x = 0 (10)

式中 c(η)表示非线性速度,而

β(η) =
1
6

c(η)(h1 + η)(h2 − η)

则是 KdV方程色散项系数的推广.

1.1.3 完全非线性的位势方程

在忽略两层液体间表面张力的情况下, 完全非

线性的位势流方程可表示为如下的形式:

(1) 流体的速度位势在各自区域内满足 Laplace

方程: ∆ϕ1 = ∆ϕ2 = 0;

(2) 流体在上下固壁上满足无穿透边界条件:

ϕ1z = ϕ2z = 0;

(3)在两层流体交界面 z = η(x, t)上满足运动学

边界条件 (kinematic boundary condition) 与动力学边

界条件 (dynamics boundary condition),即

ηt = ϕ1z − ηxϕ1x = ϕ2z − ηxϕ2x (11)

ρ1

(
ϕ1t +

1
2
|∇ϕ1|2 + gη

)
−

ρ2

(
ϕ2t +

1
2
|∇ϕ2|2 + gη

)
= 0 (12)

Turner 和 Vanden-Broeck [30] 利用速度图变换和

边界积分法对大振幅的内孤立波进行了数值计算,

他们发现随着振幅的增大内孤立波的脉冲部分变得

越来越平、越来越宽, 最终演变成共轭流 (conjugate

flow). Laget和 Dias [31] 利用相同的数值方法进行了

计算,并将结果与 Koop和 Butler [22]的实验数据进行

了比较. Kataoka [32]采用渐近分析技巧与数值谱分析

法,对内孤立波进行了纵向 (二维扰动)和横向 (三维

扰动) 的稳定性分析, 得到的基本结论是: 随着振幅

的增大内孤立波出现不稳定, 但横向不稳定出现在

纵向不稳定之前.

非线性位势方程框架下的内界面波计算一般采

用边界积分方法 (boundary integral method).为了提高

计算的精度和效率, 通常有两种方法对其进行改进:
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基于单复变函数理论 (主要是保形映射与 Cauchy积

分公式) 的高效算法, 以及基于 Newton 位势理论的

双层位势法.

对于行波解 (包括孤立波与周期波), 保形变换

可在保持 Laplace 算子不变的前提下将自由边界问

题转化为固定边界问题, 从而简化了数值计算格式

的设计;通常的保形变换是将自变量 (x, y)与因变量

(ϕ, ψ) 的位置互换 (其中 ϕ 表示流体的速度位势, 而

ψ 代表流函数), 所以有时这种变换也称为速度图变

换 (hodograph transformation). 这一方法广泛应用于

单层流体的自由边界问题; 对于两层流体的自由界

面问题而言,由于在界面上切向速度并不连续 (但法

向速度连续),因此需要引入一个未知的辅助函数将

界面两侧的速度位势连接起来,这一方法很早出现在

Vanden-Broeck [33] 的研究中,用于计算两层流体界面

上的重力毛细波,后被应用于计算重力内波的极限构

型 [34]及其他相关问题.虽然保形变换方法便于程序

化, 但此法若想推广至非定常流的计算有一定困难.

另外,在物理空间中直接使用 Cauchy公式设计算法

也为大家广泛接受,特别是使用弧长作为参数来描述

界面形状,如文献 [35-38]. 受限于数学理论基础, 基

于单复变理论的算法均无法推广至三维.

利用 Laplace方程的基本解推导双层位势法,并

结合拟谱方法可设计出高精度的计算格式. 此法最

早由 Baker [39]提出,一般称其为广义涡方法 (general-

ized vortex method). Hou等 [40] 以弧长和切向角为因

变量重构控制方程,进一步发展的这一方法. 广义涡

方法的优势在于, 此法可用于计算行波解 [41-43]、驻

波解 [44-45] 与非定常流 [39-40]. 并且由于 Laplace方程

基本解在任意维空间中存在, 因此可以相对简单地

推广到三维内波的计算之中.

强内波表现出强烈的 “流”的性质,这一点可从

引言中的海洋平台事故中认识到, 平台在强内波作

用下能够漂移出很远的距离. 对于完全非线性的位

势流问题, Wang和 Guan [46] 计算了内波作用下水质

点的运动轨迹; 图 7 给出了内孤立波作用下水质点

运动的例子. 随着时间推进,内波与水质点依黑红绿

的顺序演化. 考虑到内波波长以公里计,水质点事实

上在水平方向经历了非常长距离的迁移.

1.1.4 带自由面的二流体系统

对于带自由面二流体系统, 其数学描述只需要

图 7 水质点在内孤立波诱导的剪切流场作用下的运动规律.内孤立

波由左向右传播 (依黑红绿的顺序),对应水质点的位子也以相应的

颜色标记.数值计算对于完全非线性的势流问题进行模拟,其参数选

取为:密度比为 0.9,水深比为 2(上层比下层)

Fig. 7 Particle trajectories under internal solitary waves. Internal

solitary waves move from left to right labeled with black, red, and green

in order, and particle positions are marked as the corresponding colors.

Numerical experiments were carried out in the fully nonlinear

irrotational equations with the density ratio of 0.9 and depth ratio of 2

将上边界的无穿透条件 ϕ1z = 0换成运动学与动力学

边界条件

η̃t = ϕ1z − η̃xϕ1x (13)

ϕ1t +
1
2
|∇ϕ1|2 + gη̃ = 0 (14)

其中 z = η̃(x, t)代表上边界的自由面. Kodaira等 [47]

与 Forgia和 Sciortino [48]均从理论和实验两方面考察

了自由表面边界条件 (13)和 (14)对于内孤立波的影

响,他们的研究均表明,与 “刚盖假设”相比,自由边

界条件对于内孤立波的波形和波速都有一定的影响,

而自由边界条件下导出的Miyata-Choi-Camassa与实

验结果吻合得很好.
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带自由面的二流体系统的简化模型一般以长波

近似为主 (内波的波长远大于上层流体的厚度).除文

献 [47]中的Miyata-Choi-Camassa方程外, Craig等 [49]

利用系统的 Hamilton结构以及 Dirichlet-Neumann算

子的解析性质, 得到了一系列的长波模型; Haut 和

Ablowitz [50] 利用 Fokas发明的用于处理线性偏微分

方程和可积系统边值问题的一般方法—–全局关系

法 (global relation),构造了一个带自由面的完全非线

性二流体系统的等价描述, 从而能够以一种相对统

一的方式推导出各种弱非线性模型. 其他的长波模

型还包括文献 [51-53]等, 用于研究广义孤立波、内

嵌孤立波、波前、共轭流等非线性波动现象.

关于数值模拟, 带自由面的二流体系统的完全

非线性位势流问题的高精度高效算法也受到越来越

多的重视. Moni 和 King [54] 利用速度图变换和边界

积分法得到正压 (barotropic) 孤立波 (即上自由面与

内部的界面具有相同的相位)的数值解.由于长短波

的相互作用, 广义孤立波在带自由面的二流体系统

中广泛存在,此类波在尾部是小振幅的周期波动,而

在中间则是一个大振幅的孤立脉冲. 内广义孤立波

在位势流方程中的数值解由Michallet等 [23,55]、Părău

和 Dias [56],以及 Wang等 [57] 得到. 必须指出的是他

们的数值方法无法用于计算大振幅的波形; 在处理

类似问题时, 利用柯西积分公式代替傅里叶变换的

方案可以解决这一数值缺陷 (感兴趣的读者可阅读

参考文献 [58-59]等).

1.2 二维三层模型

实际海洋中的密度层结大致是一个三层结构

(见图 2), 因此近年来研究人员逐渐地从两层流体

模型过渡到三层模型. 关于三层结构最早的数值计

算由 Vanden-Broeck 和 Turner [60] 与 Sha 和 Vanden-

Broeck [61] 完成, 得到正压 (barotropic) 和斜压 (baro-

clinic)的广义孤立波解;在计算中他们将上层和下层

的密度设为常数, 而将中间层的密度设为一个线性

函数用于连接上下层. 此后, Rusas 和 Grue [58] 采用

Cauchy积分公式与边界积分法对三层密度均为常数

的情形进行了数值研究,而 Fructus 和 Grue [59] 则考

虑了三层密度均为线性函数的情形.

在实验研究方面,里昂物理实验室开展 “死水现

象”的部分实验采用了三层密度模式 [1].纽卡斯尔大

学的Magda Carr教授及其合作者近几年对三层模型

开展了一系列的实验研究;实验采用传统的 “重力塌

陷法”造波,可得到二模态的孤立波 (即斜压孤立波)

群 (见图 8). Carr等 [62] 考察了二模态内孤立波的稳

定性; Deepwell等 [63] 研究二模态内孤立波越过局部

地形时的发展演化与模态转化规律; Carr等 [64]从实

验和数值两方面研究二模态内孤立波的爬坡问题.

(b)

(a)

图 8 上图: 重力塌陷法生成内波的实验设计示意图.

下图: 使用 DigiFlow的时间序列功能得到二模态内

孤立波群 (具体参数详见文献 [62])

Fig. 8 Experimental setup for three-layer internal waves (top); group of

mode-2 internal solitary waves (bottom). See Ref.[62] for more details

2 连续密度分层

密度间断模型从表面上来看简化了我们所要处

理的问题,对于研究具有清晰界面的多相系统 (如两

种不相溶液体间的界面问题) 提供了一个非常好的

近似. 但我们必须指出,从数学上来讲, 由于 Kelvin-

Helmholtz 不稳定性的存在, 整个偏微分系统的适定

性 (指解的存在性、唯一性和稳定性)是值得深究的.

事实上, Ambrose [65] 利用泛函分析的方法从理论上

严格证明了两层密度间断系统在不考虑界面上表面

张力的情况下,非定常流的模型是不适定的. 这一事

实给我们的数值计算 (特别是非定常流动的计算)造

成了很大的困扰. 因此,采用密度连续分层的模型既

符合海洋的物理实际也消除了密度间断模型所固有

的不良性质.

2.1 密跃层整体的脉动

密跃层的整体脉动在海洋系统的质量、动量与

能量的转移和传递过程中扮演着极其重要的角色.采
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用连续密度分层模型以后, 我们不再假设密跃层是

一个突变界面. 此时一般采用 Boussinesq假设 (即在

浮力驱动的流动中假设密度变化只出现在重力项中)

对问题稍加简化. 弱非线性的情形依然可以用 KdV

方程近似描述整个系统, 但完全非线性的控制方程

与间断密度分层模型相比则要更加复杂.

2.1.1 弱非线性理论

本节中我们简要介绍连续分层流体在浅水中的

弱非线性理论. 对于 Boussinesq 近似下的二维 Euler

方程组, 假设背景密度函数 ρ0 + ρ̃(z) 依赖于垂直坐

标,其中 ρ0表示恒定的参考密度.选择合适的尺度对

方程进行无量纲化得到关于流函数 ψ以及密度扰动

ρ′的控制方程 (具体推导过程可见文献 [66-67])

∂

∂t
ψzz − bx = εJ(ψ, ψzz) − µ

∂

∂t
ψxx + εµJ(ψ, ψxx) (15a)

bt + N2(z)ψx = εJ(ψ, b) (15b)

其中速度场满足 (u,w) = (ψz,−ψx), b = gρ′, J(A, B) =

AxBz − AzBx以及

N(z) =

√
− g
ρ0

∂ρ̃

∂z

为浮频率. KdV 方程的推导基于流函数 ψ 和扰动密

度 ρ′ 关于两个小参数 ε和 µ的渐进展开,其一般形

式为

ψ = A(x, t)ϕ(z) + εA2(x, t)c2ϕ(1,0)(z) +

µAxx(x, t)cϕ(0,1)(z) + ε2A3(x, t)ϕ(2,0)(z) + · · ·

b = A(x, t)
N2(z)

c
ϕ(z) + εA2(x, t)D(1,0)(z) +

µAxx(x, t)D(0,1)(z) + ε2A3(x, t)D(2,0)(z) + · · ·

其中每项都可写成分离变量解的形式. 振幅函数

B(x, t)满足

B(x, t) =
A(x, t)

c
(16)

由 O(1)项可以导出 ϕ(z)满足如下特征值问题

L(ϕ) = ϕ′′ +
N2

c2 ϕ = 0 (17)

相应边界条件为

ϕ(0) = ϕ(1) = 0 (18)

其中 c表示波的相速度.波的振幅函数 B(x, t)满足

Bt + cBx = 0 (19)

由 O(ε)和 O(µ)项可以得到经典的 KdV方程

Bt + cBx + εαBBx + µβBxxx = 0 (20)

其系数可以通过相应的 ϕ(i, j)来求解.考虑 O(ε2)项时

可以导出 eKdV方程

Bt + cBx + εαBBx + µβBxxx + ε
2α1B2Bx = 0 (21)

2.1.2 完全非线性理论

连续分层流体中的大振幅内孤立波可以通过求

解 Dubreil-Jacotin-Long (DJL) 方程来获得, 该方程用

于描述定常不可压缩 Euler 流 [68-69]. 设 η(x, t) 表示

等密度位移, 在 Boussinesq 假设下 DJL 方程可以表

示为

∇2η +
N2(z − η)

c2 η = 0 (22)

此处 c表示波的相速度,需要和 η一起求解. 其边界

条件为

η(x, 0) = η(x,H) = 0, lim
x→±∞

η(x, z) = 0 (23)

在没有 Boussinesq 假设时, 相应形式的 DJL 方程可

表示为

∇2η +
N2

NB(z − η)
c2 η +

N2
NB(z − η)

2g

[
η2

x + ηz(ηz − 2)
]
= 0 (24)

此时, 浮频率 N2
NB = −

g
ρ̃(z)

∂ρ̃

∂z
. 对于背景流场 U(z)

对内孤立波的影响,可以参考 Stastna和 Lamb [70] 的

研究.

2.2 密跃层内部的波动

2.2.1 圣 ·安德鲁十字现象

连续分层流体中的另一个基本现象是所谓的圣 ·
安德鲁十字 (St. Andrew’s Cross), 它通常是由在局

部区域上周期性地扰动密度均匀分层流体所导致的.

Mowbray和 Barity [71] 的开创性工作表明, 当他们将

一个圆柱体横置于密度一致分层的流体中 (即流体

在未经扰动时密度与深度呈线性关系) 并使其做周



1598 力 学 学 报 2019年 第 51 卷

期性的上下振动时, 通过纹影法观察到从振动源长

出四条 “胳膊”, 而局部扰动正是沿着这些胳膊的方

向进行传播的 (见图 9). 每个胳膊相对于水平方向

具有相同的倾角, 该角度由振荡频率 ω 和浮频率 N

决定.

图 9 (纹影图)密度分层流体中由垂直方向周期振动的小圆柱产生

的四个内波波束形成圣 ·安德鲁十字现象,不同频率的振动可产生

不同的夹角: 左图振动周期为 5 s,右图为 6 s

(http://www.gfd-dennou.org/library/gfd exp/exp e/doc/iw/guide01.htm)

Fig. 9 Visualization of St. Andrew’s cross excited by a vertically

oscillating circular cylinder in a density stratified fluid with

constant buoyance frequency. The angle of arms is determined

by the period (or frequency equivalently) of oscillation which

is 5 s on the left and 6 s on the right

(http://www.gfd-dennou.org/library/gfd exp/exp e/doc/iw/guide01.htm)

圣 · 安德鲁十字是大气地球物理流体力学中一
个十分基本且极端重要的现象. 这一现象告诉我们

一个基本的事实,即在一个密度分层的流体当中,其

内部波动的传播有别于我们所熟知的海洋表面波动:

区别在于海洋表面波动只能沿着水平方向传播,而内

部波动的传播可沿任何方向进行,而在密度一致分层

流体中的传播方向仅由扰动源的振动频率与浮频率

之比所决定 (见文献 [72]). 圣 ·安德鲁十字这种可以
在垂直方向上传播的特性在大气与海洋动力学中发

挥着至关重要的作用. 如数值计算与实际观测的结

果表明, 大气中对流层顶部的雷电造成的局部扰动

可向上传播至平流层并呈现出扇状的结构 (见图 10),

这一平流层与对流层的动态耦合对对流层的循环造

成重大影响 [73]. Fovell 等 [74] 及 Alexander 等 [75] 探

讨了由二维飑线 (在气象上,飑线是指局部范围内气

压和风发生突变的狭窄强对流天气带; 从天气雷达

图上看,飑线就像糖葫芦一样穿起一串雷电)产生的

重力内波,并将之类比于机械振子,这就是大气中的

圣 ·安德鲁十字现象;但由于飑线内的振动频率不唯

一,故而观察到的是扇形结构的波动而非交叉十字.

图 10 纬向速度的等高线 (上)、垂直速度的等高线 (下)、温度

等高线 (虚线),以及云的轮廓 (粗线).对流层顶端在

离地 12 km左右的高空 [74]

Fig. 10 Contours of zonal velocity (upper panel) and vertical velocity

(lower panel) superposed on temperature contours (dashed lines) and

cloud contours (heavy solid lines) near the 12 km level[74]

对于一个连续分层的 Boussinesq流体,利用未经

扰动的密度仅依赖于垂直坐标以及小振幅运动的假

设,可以得到线性化方程的色散关系

ω = N

√
k2

x + k2
y

k2
x + k2

y + k2
z
= N cos θ (25)

其中, θ 表示波数向量 K = (kx, ky, kz) 与水平面的夹

角.设静止状态下流体的密度为 ρ0 + ρ̃(z)是关于 z的

线性函数,则浮频率 N为常数.色散关系表明连续分

层流体中内波的频率仅取决于波数矢量的方向, 而

与其大小无关,这与界面波形成鲜明对比. 此外一旦

确定了分层结构, 波的频率就决定了它的传播角度.

由色散关系以及波的相速度与群速度的定义得到

cp =
ω

K
eK =

ω

K2 (kx, ky, kz)
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cg =
dω
dK
=

Nkz

K3
√

k2
x + k2

y

[
kxkz, kykz,−(k2

x + k2
y )
]

因此, cp · cg = 0, 即相速度矢量和群速度矢量是

垂直的. 这从理论上解释了四条胳膊产生且与水

平方向夹角相同的原因. 图 9 是二维情况下不同

频率的振动得到的实验观测结果 (http://www.gfd-

dennou.org/library/gfd exp/exp e/doc/iw/guide01.htm);

图 11 是对 Boussinesq 方程进行高精度直接数值模

拟得到的三维情况下的圣 ·安德鲁十字现象,代替四

条波束的是一个圆锥,与线性理论预测一致 (见文献

[76]).
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图 11 直接数值模拟得到三维情况下的圣 ·安德鲁十字现象,对

Boussinesq方程采用时空一致四阶精度的计算格式得到

Fig. 11 DNS of St. Andrew’s cross in 3D Boussinesq equations based

on a fourth-order (in both space and time) numerical scheme

2.2.2 圣 ·安德鲁十字的理论与数值进展

近几十年来,对圣 ·安德鲁十字的理论分析主要
依靠对线性的 Boussinesq 方程的深入研究. Thomas

和 Stevenson [77]找到了考虑黏性时的相似解,他们也

使用振动圆柱进行了实验, 并发现此相似解与实验

结果吻合得很好;理论与实验表明,黏性项会使波束

的宽度增加而振幅减小. Gordon 等 [78] 将理论拓展

到浮频率为非常数的情形, 此时四条波束并非笔直

延伸. Hurley和 Keady [79] 在最近的理论研究中拓展

了其对振动椭圆柱的无黏结果, 得到了黏性近似解,

在远场时接近 Thomas 和 Stevenson 的相似解. 该理

论预测与 Sutherland和 Linden [80]报导的垂直振荡椭

圆柱的详细实验观察具有很好的一致性. 关于非线

性内波束的理论研究, Tabaei和 Akylas [81] 的工作表

明,在具有恒定浮频率的 Boussinesq流体中,非线性

效应在有限振幅内波的传播中并不显著. 但他们同

时也指出,不同于单波束的传播规律,当考虑两个沿

着不同方向传播的波束相互作用时, 非线性效应变

得非常重要 [82].

数值方面的研究大多基于对 Boussinesq近似下

的二维不可压缩的Navier-Stokes方程的求解,而小球

或圆柱的振动由一个外加的体积力近似

∂u
∂x
+
∂v
∂z
= 0 (26a)

∂u
∂t
+ u

∂u
∂x
+ v

∂u
∂z
= − px

ρ0
+ ν∆u (26b)

∂v
∂t
+ u

∂v
∂x
+ v

∂v
∂z
= − pz

ρ0
− ρg
ρ0
+ ν∆v + F (26c)

∂ρ

∂t
+ u

∂ρ

∂x
+ v

∂ρ

∂z
+ v

∂ρ̃

∂z
= 0 (26d)

其中 u 和 v 分别表示水平和垂直方向的速度分量,

ν为动力学黏性系数,密度则由三个分量表示: 恒定

的参考密度 ρ0、静止密度 ρ̃ 和扰动密度 ρ. F 为外

力强迫项, 用于描述圣 · 安德鲁十字中圆柱的简谐
振动 [83-86]. 其中 Liu [87] 尝试采用了开放边界条件

(open boundary condition)进行内波的数值计算,开放

边界条件允许在计算域内部生成的波传播至计算域

外,从而减少边界所导致的波反射,然而开放边界条

件本身可能引入数值反射和不稳定性, 同时不利于

高阶格式的设计. Javam等 [84] 用数值方法研究了二

维情况下内波在斜边界的反射, 以及两个振动源所

产生的波束的相互作用. 数值上,他们采用非交错网

格上的有限体积法进行离散, 用 SIMPLE 策略求解

Navier-Stokes方程. 结果显示, 在两束波的交互区域

出现了除振源频率 ω 以外的其他频率, 能量积聚并

导致密度倒置. Diamessis等 [88]提出了用于求解高雷

诺数紊流的带罚多域谱元方法 (spectral multidomain

penalty method). 该方法被用于研究在刚盖假设下的

内波在海面的反射和在密跃层附近的折射和反射.

2.2.3 内波湍流与潜艇隐身

密度分层流体内部波动可以垂向传播的性质在

海洋军事尤其是水下非声探测上有潜在应用. 在现

代战争中,潜艇是海军作战的重要力量,无论是用于

击沉敌舰还是在海面下隐藏核弹, 潜艇的隐蔽性令

其极具威慑力. 传统上,声呐是各国海军进行水下监

视所使用的主要技术,用于对水下目标进行探测、分
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类、定位和跟踪. 但随着降噪技术的不断升级, 潜

艇已经能够在这场探测与反探测的较量中与声呐势

均力敌. 为了提高海军反潜作战的能力, 发展新的

探测手段是当务之急. 潜艇水下航行会在海面产生

不同类型的水动力尾迹, 包括伯努利水丘 (Bernoulli

bump)、开尔文尾迹 (Kelvin wake)、涡尾迹 (vortex

wake)、湍流尾迹 (wake turbulence)等 (见图 12所示).

潜艇近自由面航行时, 海面会产生驼峰一样的凸起

以及 V 字形波形, 分别被称为伯努利水丘与开尔文

尾迹. 这两种尾迹原则上可通过机载或星载雷达的

遥感手段进行精确探测, 但由于它们在海洋表面上

所反映出来的波高随潜艇速度和深度的增大而迅速

减小, 潜艇可以通过改变航行的速度和深度轻易地

隐藏这两种尾迹. 但是当潜艇在密度分层的流体中

运动时,其湍流尾迹造成的扰动便可向上传播;当其

传播到水面时就会改变海洋表面波浪场的特征, 进

而引发遥感雷达后向散射特性的变化, 我们便有可

能据此进行潜艇探测.

Kelvin waves

(shallow)

vortex

wake

potential flow

internal waves

wake turbulence

pancake eddies

centerline

图 12 水下潜艇产生的各种尾迹示意图,包括开尔文尾迹、内波、湍

流尾迹、涡尾迹、煎饼旋涡;图片来自网络

Fig. 12 Various wakes generated by motion of submarine: Kelvin wake,

internal waves, wake turbulence, vortex wake, and pancake eddies.

The figure comes from the internet

海洋中潜体产生的湍流尾迹是海洋内波形成的

重要来源之一 [89-91]. 研究这一问题的常用方法是采

用连续分层水体中运动球体来生成湍流尾迹,并由湍

流尾迹来辐射生成内波,这一做法的好处是用来产生

湍流的球体本身就符合地球物理学和海军研究对象

的基本几何特征. 运动小球产生的湍流尾迹通常用

雷诺数 (Reynolds number) 和弗汝德数 (Froude num-

ber)来表征. 以往的实验结果表明在雷诺数 Re达到

3.0 × 104 和弗汝德数满足 0.5 6 Fr 6 12.7的条件下

有两种内波形成机理. 第 1种称为 “Lee wave”机理.

这种内波生成需要满足 Fr 6 4的条件;第 2种情形

主要由湍流尾迹辐射出拟随机的内波, 它需要满足

Fr > 4的条件 [92-95]. Spedding等 [96] 采用了拖曳小

球的方式来产生湍流进而产生内波, 他将实验参数

设为 Re = 1.2 × 104, Fr ∈ {4, 64}. 这是首次有人尝
试使用观测的内波特性来反演湍流尾迹的控制参数,

并且成功得到了观测内波波长与 Fr1/3成正比关系.

相比于实验室观测, 数值计算可以在更高的雷

诺数和弗氏数下进行研究. Abdilghanie 和 Diames-

sis [91] 将雷诺数提高到 105、弗汝德数提高到 64,在

这样的参数条件下对这一问题进行了数值模拟. 与

低雷诺数的结果对比, 他们发现在更高雷诺数下湍

流尾迹辐射内波的时间长度有显著提高, 这种现象

是由于受到二次 Kelvin-Helmholz不稳定性影响所导

致的 [97-99].进一步的研究表明随着雷诺数的增大,内

波的生成受黏性作用影响降低 [100],更多的动量从湍

流尾迹中被抽取出来, 由此导致内波携带的动量显

著增大 [101].

综上所述, 利用潜艇运动产生的湍流尾迹及其

在密度分层流体中的垂向传播, 并借助于现代遥感

技术反演潜艇的位置和航行速度, 是非声探测的潜

在发展方向.而对于己方潜艇,我们则需设法降低潜

艇的水动信号特征以达到反探测的目的. 因此对这

一领域开展理论分析、高精度数值模拟和实验室机

理实验研究具有重要的应用价值.

3 展 望

尽管人们对海洋内波的研究工作已开展多年,

但随着人类对海洋探索的不断深入以及海洋工程和

海洋军事的迫切需求,我们必须重视海洋内波,尤其

是我国南海海域内波的研究.在内波的理论、建模与

计算方面,以下的研究方向值得关注.

3.1 内波中的多界面耦合问题

(1)内波与海洋表面波的相互作用: 大振幅内孤

立波诱发海洋表面的激潮现象, 为使用卫星遥感图

片反演内孤立波提供了途径, 具有重要的应用价值;

但这一问题的多尺度效应极为明显, 以早期印度洋

东部安达曼海实测数据为例, Perry和 Schimke [2] 观

测到南北 (波脊线方向)长 30 km、东西宽 200∼800 m
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的波浪区,这样的浪区至少有 5个,间隔约为 3200 m,

其中的波浪是高为 0.3∼0.6 m、波峰很尖的短波, 他

们通过测量仪器辨明了浪区下有振幅达 80 m、长约

2 km 的内孤立波通过; 这里的尺度仅在空间上来讲

就需要考虑米量级 (表面短波)、百米量级 (表面波

波包)、千米量级 (内波)等; 目前一般使用射线理论

(Ray theory) 来解释 “激潮现象”(见文献 [47-48, 102]

等),但仍存在一定的争议;因此构造新的多尺度模型

或者发展高精度的计算方法用于理解内孤立波激发

海洋表面波群的机理, 以及确定两个自由面间的定

量关系是当务之急.

(2)内波高阶模态的性质: 内波的高阶模态一般

无法用 “两层模型 +刚盖假设”来描述,但当外在条

件 (如海底地形)变化时内波模态之间的相互转换具

有重要的科学意义 (见文献 [63] 中的实验研究和文

献 [103] 中的理论研究); 为深刻理解这其中的关键,

发展三层乃至更多层的内波模型研究多界面耦合问

题是一个有意义的方向.

3.2 三维内波问题

如前所述,二维内波问题经过几十年的发展,已

经在理论研究、多尺度建模、高精度计算等方面取

得了明显的进展;相对而言,三维内波问题的研究才

刚刚起步.之前少量关于三维内波的研究主要是利用

Kadomtsev-Petviashvili (KP)方程展开讨论的 (如文献

[104-105] 等); 一般常系数的 KP 方程是一个可积系

统 (integrable system),在开展理论研究时具有诸多优

点.但是 KP方程在研究实际问题时有两个固有的缺

陷: (1) KP方程是一个各向异性的方程 (即波前进方

向的尺度与波展向的尺度不同),这并不适合研究像

内波 Kelvin尾迹 (见图 13)和波−波斜相互作用 (见

图 14)这样的问题; (2) KP方程是一个单向传播的模

型 (即假设波几乎只朝一个方向传播),这样就无法反

映海洋内流遇到海底局部隆起地形时引发的波反射

现象.因此,发展各向同性、双向传播的多尺度三维

内波模型用于研究海底地形对内波的影响以及内波

与内波之间的斜相互作用就显得非常重要.

3.3 密度连续分层模型的高精度数值计算

近来,对于圣 ·安德鲁十字和潜艇湍流尾迹的海
洋表面特征等内波现象的研究已逐渐从理想模型过

渡到实际应用 (如文献 [76] 中研究了南海真实浮频

率下的圣 ·安德鲁十字与潜艇湍流尾迹,见图 15).但

目前的研究还是主要集中在远场的性质 (即远离运

动物体的流场的行为). 为了获得近场的性质 (即靠

近运动物体的流场性质), 必须对带非规则动边界的

图 13 乔治亚海峡的内波 Kelvin尾迹的 SAR图像 [106]

Fig. 13 SAR image of a Kelvin wake in the strait of Georgia [106]

d
ep

th
/m

图 14 安达曼海域的水深填色图. 卫星遥感图片是 ERS-2卫星在

1997年 2月 11日 0359UTC于安达曼海域拍摄的合成孔径雷达

(SAR)图片,展示了多个内孤立波 (波列)以及波 -波相互作用.

此图由中国海洋大学袁春鑫博士提供

Fig. 14 Bathymetric map of part of the Andaman Sea (left panel). SAR

image taken by ERS-2 satellite in the Andaman Sea on February 11,

1997 (right panel) shows wave-wave interactions of internal

solitary waves. This figure is provided by Dr. Yuan

from Ocean University of China
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图 15 中国南海实际浮频率下的圣 ·安德鲁十字现象,采用时空一致

四阶精度的算法对 Boussinesq方程进行直接数值模拟,其中雷诺数

为 2.5 × 104 [76]

Fig. 15 St. Andrew’s cross in the South China Sea. The fourth-order

numerical scheme was used to carry out the numerical experiment in the

Boussinesq equations with the Reynolds number of 2.5 × 104 [76]

Boussinesq 方程或者 Navier-Stokes 方程发展高阶精

度的算法. 这类算法除了能分析分层流体中潜艇运

动所诱导的流场及潜艇本身的受力情况之外, 还能

直接应用于内波对各种海洋结构物和部件 (平台、立

管、锚链等)的作用力计算,是进一步分析海洋结构

物的响应、强度和疲劳的前提和基础.
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