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工字型截面弯曲切应力分布辨析
1)

李 敏∗ 李芷菡† 陈伟民∗∗,2)

∗(北京航空航天大学航空科学与工程学院，北京 100191)
†(中国农业大学食品科学与营养工程学院，北京 100193)

∗∗(中国科学院力学研究所，北京 100190)

摘要 工字型截面是材料力学薄壁结构的典型代表，部分教材与教学 PPT 素材在弯曲切应力分布部分存

在问题与争议，本文利用简化模型与力平衡条件给出理论分析结果，同时给出了有限元分析结果作为研讨性教

学素材。
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Abstract The I-shaped section is a typical representative of the thin-walled structure. The distribution of the

bending shear stress sees some difference in some textbooks and teaching PPTs. In this paper, a sim-plified

model and the force balance conditions are used to obtain the theoretical analysis results, compared with the

finite element analysis results.
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材料力学以杆件为主要研究对象，在课程基本

理论讲解中最常见的杆件截面是矩形与圆形，而工

字型截面的出现源于弯曲梁合理强度与刚度设计中

把材料置于高应力区 (或者在相同截面积条件下提

高截面抗弯截面系数与惯性矩)，加之基于此原因的

工程型材广泛应用，所以工字截面的弯曲问题分析

成为材料力学教学内容的重要部分，包括弯曲正应

力、弯曲切应力、应力应变状态、强度理论与组合变

形分析均有涉及，同时作为薄壁截面的典型代表反

复出现。

对于工字型截面切应力分析的教学，从理论上

应该没有歧义：相比矩形截面，基于薄壁结构的特

征，工字型截面弯曲切应力方向假设与大小分布假

设与真实情况符合程度更高；分析方法与矩形截面

一致 —— 基于相邻截面弯曲正应力组成合力差的

平衡条件。在课程教学与习题讨论中容易引发争议

的部分在于腹板与翼缘交界区域的应力分布：由于

存在应力集中现象，在弯曲切应力部分的教学过程
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中该区域的应力分布一般不作教学要求，仅仅给出

大致分布图形即可；但是后续的应力应变状态分析

与组合变形强度条件中，工字型截面梁 (或 T 型截

面梁) 在强度分析中往往作为最为常见的截面形式

出现，而且还涉及危险点的选取与强度理论的选择，

所以在细节讨论时又不可避免涉及应力分布细节。

事实上，相对于常见的矩形或圆形截面，按照材

料力学简化假设分析方法，工字型截面的面内应力

分布规律可以由静力平衡完全确定，并不需要更多

的变形协调论证。加之利用不同分离体模型进行平

衡分析在材料力学习题中多有出现，例如扭转圆轴

与弯曲梁的半模或四分之一模型分析[1-3]，所以本文

给出相关疑点与讨论，可以作为研讨性课程的提升

内容。

1 问题的提出

图 1 是材料力学教材中工字型截面梁横力弯曲

典型图样，图中剪力沿 y 轴向下，z 轴为工字型截面

的中性轴，二者均为截面对称轴。图中标出了当剪力

FS 沿 y 轴正向时弯曲切应力的方向，当翼缘厚度 δf

与腹板厚度 δw 远小于中心线高度 h0 与截面宽度 b

时，教材或网上常见 PPT课件给出截面弯曲切应力

的分布模式如图 2 所示[4-5]：翼缘弯曲切应力 τzx 沿

厚度均匀分布，在 z 方向线性分布；腹板弯曲切应力

τyx 沿厚度均匀分布，在 y 方向呈抛物线分布，中性

轴处达到最大值。各处的弯曲切应力计算公式均为

τ =
FSSz (ω)

Izδ
(1)

式中 Sz (ω) 与 δ 分别为对应位置的静矩与厚度，Iz

为轴惯性矩。

在教学过程中可能出现的问题包括：

(1)截面几何与载荷均对于 y 轴对称，理论上对

称轴处垂直于对称轴的位移 (z 向位移) 为零，所以

y 轴各点 γzx = 0，即在 z = 0 的位置 τzx = 0，这与

图 2 中翼缘 τzx 分布特性不符；

(2) 在强度校核的危险点选取中，图 1 中 A 点

与 O 点无异议，为什么选取 C 点而不是 B 点？尽

管 B 点的切应力小于 C 点，但 B 点正应力大于 C

点，且一般情况下弯曲正应力远大于弯曲切应力，所

以需要明确选择 C 点的理由。

这类问题不仅仅关联工字型截面，还广泛存在

于工程各种型材构件，无论作为教学讲解还是后续

应用，既然类似的问题不可避免，不如利用材料力学

简化模型加以说明，避免学生心中对该类问题形成

“灰色地带”。
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图 1 典型工字型梁横截面示意图
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图 2 工字型梁中心线简图中切应力分布

2 翼缘部分切应力的分布

2.1 翼缘 Z 向切应力的分布

梁弯曲切应力求解均基于相邻截面弯曲正应力

组成合力差的平衡条件，对于翼缘部分取分离体 (取
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左段为代表) 进行力平衡分析 (见图 3)。

(1) 当 z1 6 (b− δw) /2 时，基于 τzx 在 K −K ′

截面上均布 (图 3(a))

τzx =
FSδfz1
Izδf

h0

2
=

FS

Iz

h0

2
z1 (2)

(2) 当 (b− δw) /2 6 z1 6 b/2 时，基于 τzx 在

K − K ′ 截面上均布，τyx 在 L − K ′ 截面上均布

(图 3(b))

τzx =
FS

Iz

h0

2

b− δw
δw

(
b

2
− z1

)
(3)

特殊点 1：z1 = b/2 (图 1 中 B 点，对称轴与翼

缘中心线交点)，τzx = 0。

特殊点 2：z1 = (b− δw) /2 (图 1 中 D 点，腹板

边缘延长线与翼缘中心线交点)，该方向切应力为最

大值

τzx =
FS

Iz

h0

2

b− δw
2

综上可知，翼缘中心线 τzx 的分布如图 3(c) 所

示，在对称轴 B 点为零，D 点为最大值，两段均为

线性分布，以上的结论基于弯曲切应力沿厚度为均

匀分布。
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图 3 翼缘分离体与 τzx 分布示意图

2.2 翼缘 Y 向切应力的分布

根据切应力互等定理，翼缘上下边缘处 y 向切

应力 τyx = 0，加之翼缘厚度较小，由此得出翼缘内

部 τyx = 0 的结论。事实上，除上下边缘处外均存在

y 向切应力 τyx，从平行于 z 轴纵切面的翼缘分离体

平衡就可得到该结论。理论上，翼缘任一纵截面上

τyx 的分布都是复杂的，无法基于材料力学的均布假

设模式给出理论表达式，但为了后面与数值结果的

比较与分析，此处仍假设图 4 中 K − K ′ 纵截面上

τyx 均布，由此给出名义值

τyx =
FS

Iz

(
h0 + δf

2
− y1

2

)
y1 (4)

当 y1 = δf，即纵截面为 L − L′ 时，τyx 的均布模式

相对准确

τL−L′

yx =
FS

Iz

h0

2
δf

b

δw
(5)

由式 (4) 与式 (5) 可得 τL−L′

yx /τyx (y1 = δf) = b/δw。

该间断阶跃现象源于 K − K ′ 纵截面上 τyx 均布的

假设：由于宽度尺寸突变，实际的 τyx 在宽度 b上不

可能均匀分布，这也是真实工字型截面在翼缘与腹

板之间有圆弧过渡的原因 —— 降低应力集中。
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图 4 求解 τyx 的翼缘分离体示意图

2.3 不同位置的应力比较

在强度校核中涉及选取危险点的问题，此处估

算典型位置的应力大小。按照材料力学简化方法，翼

缘部分不考虑 y 向弯曲切应力 τyx，腹板部分不考虑

z 向弯曲切应力 τzx。

由以上分析可知，D 点相对 B 点更危险，所以

比较 D 点与 C 点的等效应力，为了方便计算，采用

第三强度理论 (采用第四强度理论的结论相同)等效

应力的平方差(
σD
r3

)2 − (σC
r3

)2
=

(
M

Iz

)2
δf
2

(
h0 −

δf
2

)
+(

FSh0

2Iz

)2
[
(b− δw)

2 −
(
2b

δf
δw

)2
]

(6)

取 h0 ≈ 10δf，b ≈ 10δw，δf ≈ δw，M = FSL 进行

估算(
σD
r3

)2 − (σC
r3

)2 ≈
(
FS

Iz

)2
h2
0

20

(
L2 − 15b2

)
(7)
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对于一般工程长梁 L > 10b，所以 D 点应该比 C 点

更危险，材料力学习题中要求计算 C 点应力主要出

于计算简便的目的[3]。

3 数值结果的展示与比较

为了对工字型截面翼缘以及翼缘与腹板交界区

域的切应力分布有直观感受，此处利用有限元分析

(finite element analysis，FEA) 给出数值结果并与上

述简化理论分析 (图中理论解是基于材料力学假设

的结果)进行了比较。图 5中横轴为翼缘中心线正则

化位置 (以翼缘中心线左边界为起始点)，纵轴为切

应力与 D 点 z 向切应力 τzx 的比值。图中左边界有

限元结果由于单元划分的原因不可能达到零值，除

去 D 点附近区域，τzx 的分布与理论解吻合很好；翼

缘中心线上 y 向切应力 τyx 在两侧 70%左右的区域

的确与 z 向 τDzx 有量级差异，且基本均匀分布，但在

翼缘与腹板交界区域快速增加至与 τzx 相当的量级，

总体均值与理论分析结果相等。
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图 5 翼缘中心线位置 τzx 和 τyx 分布与比较

图 6 给出了腹板中心线上 y 向切应力 τyx 的分

布，同样横轴为腹板中心线正则化位置 (以翼缘上边

界为起始点)，纵轴为切应力与 O 点 (工字型截面形

心) y 向切应力的比值。图中数据显示腹板 C 点 (腹

板与翼缘交界中心)以下部分的结果符合理论解，交

界部分由于应力集中存在差异较大：有限元结果是

连续分布，而简化理论解存在间断现象 (图中 C 点

位置)。

图 7∼图 9分别为 z向切应力，y向切应力，von

Mises应力的等高线图样，可以作为课程讲解时的展

示材料，更多与过渡圆弧的相关结果在弹性理论书

籍中给出[6]。
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4 小结

本文选择工字型截面作为薄壁截面梁的代表，利

用简化模型的力平衡条件分析了翼缘部分的切应力

分布，结果显示：

(1)沿翼缘中心线方向的弯曲切应力分布不是单

调增加，对称轴点的 z 向切应力为零；

(2) 从强度分析的视角，一般情况下，翼缘中心

线部分位置相比翼缘与腹板交界中点更危险，习题

中要求校核后者主要出于计算简便性考虑。
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