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摘　 要：为研究混凝土抗拉和抗压强度与试件尺寸的关系，利用 Ｌｅｉ 提出的广义最弱链公式，假设混凝

土内部缺陷分布形式服从均匀分布或泊松分布，建立相应分布形式下的混凝土强度尺寸效应统计模

型，实现了在给定失效概率情况下通过小尺寸混凝土试件强度对全尺寸构件强度的预测。 ３ 个案例中

混凝土强度数据分析表明：在缺陷服从均匀分布假设下，尺寸效应统计模型能够很好地反映普通混凝

土和 ＲＰＣ 抗拉强度与尺寸的关系；ＲＰＣ 混凝土内部缺陷分布更接近于均匀分布，尺寸效应统计方法能

描述抗压强度与尺寸的关系。
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　 　 尺寸效应是指材料的力学性能随几何尺寸发

生变化，破坏时的强度值不再是一个材料常数［１］。
大量研究表明，混凝土力学性能与试件几何尺寸密

切相关［２－４］。 在实际工程中，混凝土结构的尺寸通

常较大，因试验条件和技术水平的限制，难以进行

全尺寸结构模型试验，只能进行缩尺模拟，且样本

数量有限，因此确定混凝土构件缩尺模拟结果的适

用性至关重要。 由于混凝土内部存在大量裂隙、孔
洞及微细观上的非均质性，试验测得混凝土强度的

离散性很大，尺寸效应也更加明显。
许多学者对混凝土抗拉和抗压强度尺寸效应进

行了大量研究。 Ｂａžａｎｔ 等［５］ 采用高度相同、直径不

同的混凝土圆柱体开展劈裂试验，并根据 Ｂａžａｎｔ 尺
寸效应建立了混凝土劈裂抗拉强度与直径的关系，
试验表明劈裂强度有随直径的增加先减小后增大的

变化趋势。 钱觉时等［６］分别对不同边长的高强混凝

土试样进行弯拉强度测试，得出了高强混凝土弯拉

强度的尺寸效应规律。 安明喆等［７］对 ３ 种不同尺寸

的活性粉末混凝土（ＲＰＣ）进行了弯拉强度试验，结
果显示 ＲＰＣ 的抗弯强度具有明显的尺寸效应现象。
张军等［８］对 ４ 种自密实混凝土进行尺寸效应试验，
研究发现随着试件尺寸提高，混凝土抗压强度均逐

步降低。 以上研究虽然在一定程度上得出了尺寸与

强度之间的关系，但在分析混凝土尺寸效应时没有

考虑强度的离散性。 而混凝土作为一种典型的准脆

性材料具有强度离散性和尺寸效应 ２ 个显著特征。
混凝土强度离散性是由岩石内部微观缺陷的随机分

布造成的。 从概率统计出发，尺寸效应也与缺陷的

随机分布有关。 混凝土结构尺寸越小，包含微观缺

陷的概率就越小，对应岩石破坏时的强度越高；反
之，混凝土结构尺寸越大，混凝土内部包含的微观缺

陷越多，其破坏时的强度越低。 因此，采用统计方法

来评价岩石强度尺寸效应是十分必要的。
近年来 Ｌｅｉ 等［９－１２］ 提出的广义最弱链公式为

评价混凝土等准脆性材料的尺寸效应提供了强有

力的手段。 该方法不仅可以解释强度的随机变化，
而且在给定失效概率条件下，通过测试有限数量的

小尺寸试件强度可以预测大尺寸试件强度，具有重

要的工程价值。

本文将介绍 Ｌｅｉ 提出的广义最弱链理论，并在

Ｌｅｉ 研究的基础上，结合 ３ 个案例中的试验数据，研究

巴西劈裂法、四点弯法和单轴压缩 ３ 种加载方式下，
混凝土材料的劈裂抗拉强度、弯拉强度和抗压强度与

试件尺寸之间的关系，建立相应的尺寸效应统计

模型。

１　 尺寸效应统计方法

１. １　 最弱链理论

最弱链理论是 Ｌｅｉ 提出的尺寸效应统计方法

的基础。 该理论认为，结构是由若干体积或面积的

单元串联而成（图 １），单元与单元之间是相互独立

的。 只有当所有这些单元都完整时结构才不会失

效；反之，任意单元的失效将导致整个结构失效。
由最弱链理论可知，材料破坏时强度的离散性本质

上应符合一定的统计规律。

图 １　 串联结构示意图

Ｆｉｇ. １　 Ｔａｎｄｅｍ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ ｄｉａｇｒａｍ

１. ２　 尺寸效应统计方法

材料中缺陷的空间分布直接影响脆性断裂的

累积失效概率，以最弱链理论为基础，Ｌｅｉ 提出了

在缺陷服从泊松分布或均匀分布假设下材料广义

最弱链统计公式［９］：

Ｐ（Ｖ） ＝ １ － ｅｘｐ ∫
Ｖ
ｌｎ［１ － ｐ（σ，Ｖ０）］

δＶ
Ｖ０

{ } 　

（１）

Ｐ（Ｖ） ＝ ∫
Ｖ
ｐ（σ，Ｖ０）

δＶ
Ｖ０

（２）

其中，Ｖ 为断裂过程区体积；ｐ（σ，Ｖ０）为材料内部

某一个微单元发生破坏的概率；σ 为微单元所受的

拉应力；Ｖ０ 为一个缺陷所占的平均体积。
Ｖ 的大小主要与材料破坏时服从的破坏准则

有关。 例如，在最大拉应力准则下，断裂过程区的

体积为拉伸应力大于 ０ 的区域（σ１＞０）。
由格里菲斯理论［１３］ 可知，断裂临界应力与缺

陷长度存在如下关系：
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σ１ ＝ ｋ ／ ａｃ （３）
式中，ａｃ 为临界缺陷长度；ｋ 为阻止缺陷发生扩展
的系数，与材料特性有关。

显然，ｐ（σ，Ｖ０）取决于微缺陷尺寸 ａ 或应力
σ，Ｖ０ 破坏的概率可表示为

ｐ（σ１，Ｖ０） ＝ ∫ａｍａｘ

ａｃ（σ１）

ｆ（ａ）ｄａ ＝ ∫σ１
σｔｈ

ｇ（σ）ｄｓ （４）

式中，ａｃ（σ１）为应力值为 σ１ 条件下引发缺陷扩展的

临界缺陷尺寸；ａｍａｘ为应力达到引发断裂的门槛值
σｔｈ时缺陷发生扩展的最大尺寸。

这里以缺陷分布形式服从均匀分布为例，阐述
Ｌｅｉ 提出的累计失效概率的推导过程［１１－１２］。 设代
表一个缺陷所占的平均体积为 Ｖ０，在缺陷分布为
均匀分布下，微元体 δＶ 含有缺陷的数量为 δＶ ／ Ｖ０。
令微元体失效的概率为 δＰ，由最弱链理论可知，微
元体不发生破坏的概率为［１１］

１ － δＰ ＝ ［１ － ｐ（σ，Ｖ０）］ δＶ ／ Ｖ０ （５）
材料全尺寸不发生破坏的概率为［１１］

　 １ － Ｐ ＝ ∏Ｎ

ｉ ＝ １
［１ － ｐ（σｉ，Ｖ０）］ δＶ ／ Ｖ０

＝ ｅｘｐ ∑Ｎ

ｉ ＝ １

δＶｉ

Ｖ０
ｌｎ［１ － ｐ（σｉ，Ｖ０）］{ } （６）

式中，ｐ（σｉ，Ｖ０）≠１，当 Ｎ→∞ 时，式（６）可写成式
（１）。 将 Ｖ０ 失效概率使用 ３ 参数的 Ｗｅｉｂｕｌｌ 分布

表示为［１２］

ｐ（σ，Ｖ０） ＝ １ － ｅｘｐ －
σ － σｔｈ

σ０

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｍ
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú （７）

式中，ｍ 为形状参数；σ０ 为尺度参数；ｍ 和 σ０ 只与
材料性质有关。

当 σｔｈ ＝ ０ 时，将式（７）代入式（１），则在假设材

料内部缺陷均匀分布下，全尺寸失效概率为［１４］

Ｐ ＝ １ － ｅｘｐ － ∫
ｖ

σ１

σ０

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｍ δＶ
Ｖ０

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú （８）

根据 ２ 种缺陷分布所对应的累计失效概率进
一步分析：结合式（７），令 σｔｈ ＝ ０，由第一积分中值

定理，式（１）和式（２）可改写为［１４］

１
Ｖ
ｌｎ １

１ － Ｐ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ １

Ｖ０
ｌｎ １

１ － ｐ（ξ，Ｖ０）
é

ë
êê

ù

û
úú ＝

σＮ

σ０

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｍ

（９）
Ｐ
Ｖ

＝
ｐ（ξ，Ｖ０）

Ｖ０

＝
σＮ

σ０

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｍ

（１０）

σｔｈ≤ξ≤σＮ

ξ＝ ｋ（σＮ－σｔｈ）
式中，ξ 为一个应力值；ｋ 为一个常数（０＜ｋ≤１）；
σＮ 为发生破坏时的名义强度。

由式（９）和式（１０）可以看出，等式的左边与材
料内部缺陷的分布形式有关，等式的右边只与名义
强度有关，这为建立尺寸与名义强度之间的关系提

供了一种方法（图 ２），即尺寸效应统计方法。

图 ２　 尺寸效应统计方法

Ｆｉｇ. ２　 Ｓｔａｔｉｓｔｉｃａｌ ｍｅｔｈｏｄ ｏｆ ｓｉｚｅ ｅｆｆｅｃｔ

２　 案例分析

２. １　 巴西劈裂法加载下混凝土抗拉强度与尺寸

关系

Ｋａｎｏｓ 等［１５］ 进行了 ３ 种尺寸混凝土巴西圆盘

劈裂试验，研究了混凝土劈裂抗拉强度与尺寸的关

系，试件尺寸和每个试件对应的劈裂强度见表 １，
所测得名义强度为

σＮ ＝ ２Ｆ
πＤＢ

（１１）

式中，Ｆ 为施加的荷载；Ｄ 为圆盘直径；Ｂ 为圆盘厚度。

表 １　 试件尺寸及试件劈裂强度

Ｔａｂ. １　 Ｓｐｅｃｉｍｅｎ ｓｉｚｅ ａｎｄ ｔｅｎｓｉｌｅ ｓｐｌｉｔｔｉｎｇ
ｓｔｒｅｎｇｔｈ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｂｔａｉｎｅｄ

试件直径 Ｄ ／ ｍｍ
（厚径比为 ０. ５ ∶ １）

７６ １０１ １５２

劈裂强度 ／ ＭＰａ

４. １３
４. ８０
５. １５
５. ２４
３. ５４

３. ６２
４. ６７
４. ７０
４. ５６

３. １３
２. ６１
４. ２７
３. ３５
３. ２４

混凝土在劈裂加载方式下的破坏主要受拉应

力控制，其破坏服从最大拉应力准则，因此认为其

可能发生破坏的区域为断裂过程区，即最大主应力

大于零的区域。 对圆盘试件在劈裂加载方式下应

力状态进行数值模拟（选取直径 ７６ ｍｍ 试件所测

结果：弹性模量 Ｅ ＝ ３８. ４ ＧＰａ，泊松比 μ ＝ ０. １１９），
从应力云图（图 ３）中可以看出，劈裂加载方式下断

裂过程区的体积 Ｖ 接近于全体积。
每组试件破坏时的强度所对应的累计失效概

率由式（１２）计算［１０］，计算结果如图 ４ 所示。 σｉ 为

每一组 ｎ 个强度值由小到大排列的第 ｉ 个强度值，
该案例中 ｎ 分别为 ５、４、５。
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图 ３　 弹性力学第一主应力云图

Ｆｉｇ. ３　 Ｓｔｅｓｓ ｃｏｎｔｏｕｒ ｉｎ ｓｐｌｉｔ ｌｏａｄｉｎｇ ｍｏｄｅ

图 ４　 圆盘劈裂强度经验概率

Ｆｉｇ. ４　 Ｅｍｐｉｒｉｃａｌ Ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ ｏｆ Ｄｉｓｃ Ｓｐｌｉｔｔｉｎｇ Ｓｔｒｅｎｇｔｈ

Ｐ（σｉ，ｉ） ＝ ｉ － ０. ３
ｎ ＋ ０. ４

（１２）

假设混凝土内部缺陷分布形式服从均匀分布

或泊松分布，将图 ４ 中数据转化为式（９）、式（１０）
的函数关系。 从 ２ 种分布假设下的拟合结果（图
５）中可以看出，不同尺寸的圆盘试件所测得名义

强度的对数值（ｌｎ σＮ）与失效概率和尺寸的复合参

数
１
Ｖ
ｌｎ １

１－Ｐ
æ

è
ç

ö

ø
÷ 和

Ｐ
Ｖ

é

ë
êê

ù

û
úú 之间存在线性关系。 在缺陷

均匀分布假设下，线性拟合 ｍ ＝ ５. ８９，σｍ
０ ·Ｖ０ ＝

ｅ２１. ６８ＭＰａ·ｍｍ３，决定系数 Ｒ２ ＝ ０. ９０；在缺陷泊松分

布假设下，线性拟合 ｍ ＝ ５. ０９，σｍ
０ ·Ｖ０ ＝ ｅ２０. ９６ＭＰａ·

ｍｍ３，决定系数 Ｒ２ ＝ ０. ８９。 ２ 种分布形式下 Ｒ２ 值均

大于 ０. ８，拟合情况较好。 因此，在该案例中，假设

混凝土缺陷服从均匀分布或泊松分布，圆盘劈裂强

度与尺寸的关系分别为

ｌｎ
－ ｌｎ（１ － Ｐ）

Ｖ
＝ ５. ８９σＮ － ２１. ６８ （１３）

ｌｎ Ｐ
Ｖ

＝ ５. ０９σＮ － ２０. ９６ （１４）

图 ５　 ２ 种缺陷分布下的拟合结果

Ｆｉｇ. ５　 Ｔｈｅ ａｓｓｕｍｅｄ ｆｉｔｔｉｎｇ ｒｅｓｕｌｔｓ ｕｎｄｅｒ ｔｗｏ
ｄｅｆｅｃｔ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｓ

２. ２　 四点弯加载下 ＲＰＣ 的抗折强度与尺寸关系

张立军［１６］使用 ３ 种不同尺寸的活性粉末混凝

土（ＲＰＣ 混凝土）进行抗折试验，研究尺寸对 ＲＰＣ
混凝土弯拉强度的影响。 该试验样本总计 ８１ 个

（１２ 组 ５０ ｍｍ×５０ ｍｍ×２００ ｍｍ、１２ 组 １００ ｍｍ×１００
ｍｍ×４００ ｍｍ 和 ３ 组 １５０ ｍｍ×１５０ ｍｍ×６００ ｍｍ，每
组 ３ 个试件），所有样本均采用相同的配合比及养

护条件。 每个试件弯拉强度和累计失效概率关系

如图 ６ 所示。

图 ６　 抗折强度经验概率

Ｆｉｇ. ６　 Ｅｍｐｉｒｉｃａｌ ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ ｏｆ ｆｌｅｘｕｒａｌ ｓｔｒｅｎｇｔｈ
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在四点弯加载方式下，试件破坏受拉应力控

制，发生弯曲破坏时所测强度为抗折强度或弯拉强

度，材料破坏依然服从最大拉应力准则。 因此，该
种加载方式下，断裂区体积采用纯弯段受拉区体

积［１４］，即 Ｖ＝ ０. ５ｈ３，计算结果见表 ３。 图 ７ 为 ２ 种

缺陷形式下的拟合结果。

表 ３　 ＲＰＣ 试样尺寸

Ｔａｂ. ３　 Ｓｉｚｅ ｏｆ ＲＰＣ ｓｐｅｃｉｍｅｎｓ

试件尺寸 ｈ ／ ｍｍ ５０ １００ １５０

受拉区体积 ／ ｍｍ３ ６２ ５００ ５００ ０００ １ ６８７ ５００

图 ７　 ２ 种缺陷分布下的拟合结果

Ｆｉｇ. ７　 Ｔｈｅ ａｓｓｕｍｅｄ ｆｉｔｔｉｎｇ ｒｅｓｕｌｔｓ ｕｎｄｅｒ
ｔｗｏ ｄｅｆｅｃｔ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｓ

从图 ７ 可以看出，缺陷均匀分布下模型参数

ｍ＝１２. ９７，σｍ
０ ·Ｖ０ ＝ ｅ５２. ４３ＭＰａ·ｍｍ３，相关系数 Ｒ２ ＝

０. ９２，数据基本拟合在一条直线；缺陷泊松分布假设

下模型参数 ｍ＝ １０. ９７，σｍ
０ ·Ｖ０ ＝ｅ４６. ７５ＭＰａ·ｍｍ３，Ｒ２

＝０. ８３，数据拟合较分散。 基于缺陷均匀分布或泊

松分布下的 ＲＰＣ 混凝土弯拉强度与尺寸的关系可

由式（１５）或式（１６）表示，但对比 ２ 种缺陷分布假设

下的拟合效果，均匀分布假设更符合 ＲＰＣ 混凝土内

部缺陷分布的真实情况。

ｌｎ
－ ｌｎ（１ － Ｐ）

Ｖ
＝ １２. ９７σＮ － ５２. ４３ （１５）

ｌｎ Ｐ
Ｖ

＝ １０. ９７σＮ － ４６. ７５ （１６）

２. ３　 混凝土抗压强度尺寸效应统计模型

陈宝春等［１７］为研究超高性能混凝土抗压强度

尺寸效应，分别对立方体和圆柱体共 ６ 种尺寸的试

件开展抗压强度试验，每种规格有 １２ 个试件（３ 种

立方 体 试 件 边 长 分 别 为 １５０ ｍｍ、 １００ ｍｍ 和

７０. ７ ｍｍ，３ 种圆柱体直径分别为 ７０ ｍｍ、１００ ｍｍ 和

１５０ ｍｍ）。 试验获得强度值和累计失效概率关系如

图 ８ 所示。 本案例中的超高性能混凝土也是一种活

性粉末混凝土，本文仅对材料内部缺陷服从均匀分

布假设下分析。 由于混凝土受压破坏机理较为复

杂，为了简化分析，这里认为其破坏受拉行为控制，
破坏准则依然采用最大主应力准则。

图 ８　 经验概率

Ｆｉｇ. ８　 Ｅｍｐｉｒｉｃａｌ ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ

采用同案例 １、２ 相同的方法对立方体和圆柱体

抗压强度数据分别进行线性拟合，如图 ９ 所示。 从

图 ９（ａ）中可以得出，立方体试块抗压强度尺寸效应

统计模型中，ｍ＝ ２６. ２，σｍ
０ ·Ｖ０ ＝ ｅ１５１. １５ＭＰａ·ｍｍ３，决
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定系数 Ｒ２ ＝ ０. ８７。 从图 ９（ｂ）中可以得出，圆柱体

试块抗压强度尺寸效应统计模型中，ｍ ＝ ２９. ２，
σｍ

０ ·Ｖ０ ＝ ｅ１６６. ４ＭＰａ·ｍｍ３，决定系数 Ｒ２ ＝ ０. ８９。 ２
种形状所测抗压强度数据也拟合在一条直线上。
该案例中，立方体和圆柱体 ２ 种形状 ＲＰＣ 抗压强

度与尺寸的关系可分别由式（１７）和式（１８）表示。

ｌｎ
－ ｌｎ（１ － Ｐ）

Ｖ
＝ ２６. ２σＮ － １５１. １５ （１７）

ｌｎ
－ ｌｎ（１ － Ｐ）

Ｖ
＝ ２９. ２σＮ － １６６. ４ （１８）

图 ９　 ２ 种形状的尺寸效应拟合结果

Ｆｉｇ. ９　 Ｆｉｔｔｉｎｇ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｔｗｏ ｓｈａｐｅｓ ｏｆ ｓｉｚｅ ｅｆｆｅｃｔ

３　 结　 论

根据广义最弱链公式所建立的尺寸效应统计

方法适用于混凝土材料抗拉和抗压强度的尺寸效

应分析；建立的模型还能同时考虑混凝土强度的离

散性，实现了给定失效概率下混凝土不同尺寸试件

强度的预测。
（１） 在普通混凝土劈裂抗拉强度尺寸效应统

计分析中，２ 种分布情况下的拟合结果差别不大。
缺陷均匀分布情况下得到的结果略好，但由于分析

所用的数据量较少，所以结果离散性稍明显，存在

一定的误差。
（２） 对 ＲＰＣ 抗拉强度数据的分析结果表明，

缺陷均匀分布下尺寸效应分析结果更优于泊松分

布。 均匀分布假设下所建立的尺寸效应统计模型

可以很好地反映出 ＲＰＣ 弯拉强度与尺寸的关系。
同时，该方法进一步反映出 ＲＰＣ 材料内部分布形

式更接近均匀分布。
（３） 假设缺陷服从均匀分布，ＲＰＣ 抗压强度

与尺寸的关系也可以采用尺寸效应统计模型来

描述。
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