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基于正交试验方法的大型有面外支撑杆 
X 撑结构的屈曲分析和优化设计 

 
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(1. 中国科学院力学研究所，北京 100190；2. 中国科学院大学，北京 100049) 

 

摘  要：本文从数理统计和有限元模拟的角度研究了有面外支撑杆 X 撑结构的稳定性问题并提出了基于优化设计

的临界载荷经验公式，为高度非线性问题提供了一种新型解决思路。具体而言，充分考虑了面内支撑和面外支撑

几何设计参数和边界条件，以正交设计为指导思想，进行了非对称结构的弹性屈曲现象的数值模拟和显著性试验，

并借助多因素方差分析筛选出了各种受力环境下的显著影响因素。最后，在上述基础上提出了优化设计解决方案，

以临界屈曲载荷为目标函数，显著性因子为设计变量，利用非线性曲面回归得到了显著影响因素和临界屈曲载荷

的经验公式，即优化设计数学模型。研究发现，无论系统处于何种受力条件，面内支撑几何设计参数对结构稳定

性的影响远高于面外支撑几何设计参数，其中 X 撑外径的作用作为显著。但系统双杆受力时，面外支撑位置，即

面内支撑结点位置会显著影响结构的稳定性。此外，X 撑两杆所受载荷的比率会显著影响系统的承载性能，具体

表现为非屈曲杆受拉力时，结构稳定性会有所改善，且比率为 4.85 倍时，本系统的稳定性最好。本文为基于正交

试验的优化设计方法于实际工程中的应用提供了案例参考，针对新型复杂结构设计和初期优化设计提供了一种高

效的解决方案。 
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Abstract:  This paper studied the stability of X-supported structures with out-of-plane braces from the 

perspectives of mathematical statistics and finite element simulation, and proposed an empirical formula for 

critical load based on optimal design, which provided a new solution to nonlinear problems . Specifically, the 

geometric design parameters and boundary conditions of the structure were fully considered, and the orthogonal 

design was taken as the guiding ideology. Numerical simulations and significant tests of the elastic buckling 

phenomenon of asymmetric structures were carried out with the help of multiple factors. The analysis of variance 

screened out the significant influencing factors under various stress environments. Finally, an optimal design 

solution which considered the effects of significant factors on stability was proposed by nonlinear curved surface 
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regression. This study found that the influences of in-plane support geometric design parameters on structural 

stability were rather higher than that of out-of-plane support geometric design parameters. In addition, the effect 

of outer diameter led the trend of buckling load. However, when both of the in-plane braces were under load, the 

position of the out-of-plane support affected the stability of the structure heavily. Complementary, the ratio of the 

two X braces’ load affected the load-bearing performance of the system. Tensile stress improved the stability of X 

braces. In this article, the perfect ratio ,which was between tensile stress and compressive stress, was 4.85.This 

article provided a case reference for the application of the optimization design method based on orthogonal 

experiment in actual engineering, and provided an efficient solution for the new complex structure design and the 

initial optimization design. 

Key words:  X-support structure with out-of-plane support rods; buckling analysis; orthogonal design; optimal 

design; finite element analysis; variance analysis 

 

现代建筑结构中，有面外支撑杆的 X 撑结构有良好的抗侧性能、造价低廉且易于安装，在许多方面得

到了广泛应用。 

在海洋工程中，结构常以非对称的形式出现在导管架平台上。受海浪、横风以及塔架自重作用下，面

内两根交叉细长杆的受力形式分为两种：一杆受压，另一杆受拉或两杆同时受压，因而其失效形式为受压

杆支撑屈曲、截面塑化和撑管对弦管的冲剪失效[1]。在杆系交汇处常采用焊接进行连接，而且为了保证弦

管在管节点处不被冲剪破坏，需要在弦管上设计一个加厚段[2]。此外，通常需要在 X 撑平面外设有有面外

支撑，以防止面外失稳。 

           
(a) 三腿柱导管架                       (b) 八腿柱导管架 

图 1 

桥梁工程中，此结构主要用于钢桥的设计。钢桥根据其承重结构的受力和传力方式，可分为梁式钢桥

和拱式钢桥两类。梁式钢桥可以分为钢板梁桥和钢桁架梁桥，根据桥面位置有可以分为上承式钢桥和下承

式钢桥。上承式钢桥支撑体系主要是由 X 交叉形支撑杆件组成的纵横联结系组成，其作用一方面为避免主

梁在水平面内受弯，另一方面可以传递桥跨结构的横向荷载，形成一个稳定的空间结构；对于下承式钢桥，

因列车穿过两片主梁，无法设置上平纵联，只在下翼缘设下平纵联，主要支撑形式仍为 X 形支撑，钢桁架

桥中除了纵横联结系外，其腹杆根据需要可设置为 X 形交叉支撑[3,4]。当桥梁跨度较大时，杆件平面外刚

度较大，需要在面外设置支撑。各个平纵联结点处采用焊接形式进行连接。对于上承式和中承式梁式拱桥，

可以在拱肋和桥面梁之间设置 X 形交叉吊杆，从而拱肋与梁之间就起到了横隔膜作用，显著减少可变荷载

作用下的拱肋弯矩，仅考虑其轴力即可[5]，增强桥梁结构的整体刚度。此外，两侧拱肋之间也需要设置横

向 X 形支撑，来抵抗横向荷载，保持结构稳定性。对于拱形钢桥结构的设计，不仅要满足平面内稳定承载

力的要求，也应考虑面外支撑的设置[4]。 
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(a) 武汉长江大桥                     (b) 莫农加希拉河公路桥 

图 2 

建筑工程中，对于工业建筑，X 支撑可作为单层或多层厂房屋盖支撑和柱间支撑体系[6]。厂房建设中，

跨度较小时，不考虑平面外屈曲的影响，屋面部分将桁架结构的外形设计成与弯矩图相似的形状，从而使

桁架的弦管受力均匀[7]。当跨度大时，屋盖常采用空间钢桁架结构中的连续钢桁架或拱式钢桁架，利用桁

架式拉杆拱来承担风荷载对弦管产生的较大弯矩。在大跨度厂房建筑中，X 形撑杆在其平面内的强度和刚

度比其在平面外的强度和刚度大得多，因此应该设置侧向支撑以防止侧向变形和扭转，支撑和交叉点用焊

接的方式固定。对于民用建筑，大多以多层和高层结构房屋为主，结构类型主要采用框架—支撑体系[8]，

由框架梁、柱和支撑斜杆共同构成、在水平力的作用下，支撑杆件只承受拉压轴向力，并通过楼板的变形

协调与刚接框架共同工作，形成双重抗侧力结构体系。框架—支撑体系支撑形式以 X 交叉支撑为主，可以

有效的抵抗横向力，是多层钢结构建筑中常用的抗风抗震结构形式[9]。X 形支撑的截面形状多为矩形或圆

形，两个撑杆的角度通常不超过 45 度[10]，因其杆件的不对称性，计算不仅要考虑支撑平面内的屈曲，还

要考虑其平面外屈曲的模式，因此节点周围有斜腹杆提供平面外支撑，且撑杆连接处以及面外支撑连接处

多为焊接。输电塔设计中，X 形交叉支撑主要应用于输电塔的交叉斜材的设计，交叉斜材对主材起一定的

支撑作用，同时也减小了内力计算时主材的计算长度。对于高度较大的塔架，在主、斜杆之间设置辅助杆，

以减小斜材杆件的自由长度，同时可以提高结构的整体刚度。交叉斜材的受力情况可以是二者同时受压，

也可以是一拉一压。这是由铁塔所受外界横风以及塔身自重决定的[11]。X 形交叉斜材可采用单根钢管、等

边角钢。当采用等边角钢时，各杆件之间采用螺栓铰接。当采用钢管时,交叉斜材的连接方式主要以单插板

或形插板连接[12]。 

目前对于 X 撑的研究大多侧重于考察不同工程结构中 X 撑结构稳定性和极限承载力分析，研究手段

以理论分析、数值仿真或实验研究来进行。理论方面，国外学者 Knapp 和 Dixon 导出了海上平台中非对称

连接系统的简支端和固定端条件的封闭解。通过不同的拉压比的设计曲线发现，当横撑主要抗风浪力时，

受拉构件和受压构件的轴向力大小基本相等。简支端条件下有效长度因子大于固定端条件。在固定端条件

下更容易发生屈曲失稳，这表明增加平面外支撑并不提高 X 型撑杆的稳定性[13]。Stoman 基于能量法，制

定并验证了 X 支撑体系的稳定性准则，并基于里兹法直接得到了任意拉压比值下系统临界载荷的简单封闭

关系以及有效长度因子变化曲线。研究了拉压支撑杆在截面性能和长度上不同的情况。得到有效长度因子

的解析表达式，易于设计应用[14]。Shadnam 推导了具有不同端部连接的预扭曲交叉支撑在任意拉压荷载比

下的临界载荷的封闭关系。推导出了具有不同截面特性、长度和轴向载荷的临界载荷方程。结果发现，扭

曲支撑的临界载荷高于非扭曲支撑的临界载荷[15]。 

由于实际结构中，影响 X 撑结构稳定性与承载力不确定因素较多，且由于实验条件的限值，使得理论

分析和实验研究较少。随着计算技术的发展，仿真模拟具有可重复性，而且具有较高可信度。多数学者对

于 X 撑仿真研究主要通过线性或非线性特征值屈曲分析来进行。国内学者张一舟等基于 ANSYS 对某大型

电厂 300MW 机组除尘器本体及钢结构支架进行了静力、特征值屈曲和非线性屈曲分析。计算了在设计荷

载作用下结构的变形、内力和截面应力以及结构的前四阶屈曲模态及相应的特征值屈曲荷载，给出了完善

结构和有缺陷结构的荷载位移曲线及极限承载力，计算结果具有较高的精度[16]。董一萌采用有限元手段对

立体桁架结构进行线性特征值屈曲分析和非线性屈曲分析，求得各阶屈曲模态和临界屈曲荷载，并利用弧
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长法跟踪结构的后屈曲行为，然后研究了桁架中几何参数对平面外稳定的影响，得出一些对于管桁架侧向

稳定研究有参考价值的结论[17]。李雪等以湖南地区挂靖线 220kV 输电线路覆冰倒塔为例，建立了精细化输

电塔线体系有限元模型。对覆冰和风荷载作用下输电塔体系进行非线性屈曲分析，计算出覆冰荷载以及风

荷载下输电塔结构的极限承载能力[18]。闫龙海推导了结构稳定分析的线性和非线性有限元方程和求解方法。

利用有限元分析软件 ANSYS 建立工字形薄壁压杆模型，进行特征值屈曲和非线性屈曲分析，计算特征值

屈曲载荷和非线性稳定分析的极限载荷。利用正交试验进了直观和方差分析。最后基于多元线性回归原理

对薄壁压杆截面进行了优化设计[19]。柳胜等利用两端铰支压杆的欧拉公式对丝杠的临界压力进行了计算，

并结合 ANSYS 对其结构进行了线性和非线性屈曲分析，计算结果对比得到，欧拉公式和线性计算的结果

相差很小。在非线性屈曲分析中得到的临界载荷相对保守，应用该值设计的滚珠丝杠副偏于安全[20]。刘文

涛等学者采用 ANSYS 软件中的特征值法，分别模拟两组弹性圆筒在承受均匀外压时的临界失稳压力，并

与经典的理论公式和设计标准方法进行比较，以进一步讨论 ANSYS 软件特征值法在弹性失稳计算中的应

用[21]。李鸿维应用 ABAQUS 软件对交叉支撑有效长度系数进行模拟研究，建立了交叉支撑-框架模型，

进行特征值屈曲分析，得到支撑面内和面外失稳的弹性解，利用欧拉公式反推其计算长度系数，综合分析

支撑长细比、节点板厚度、节点板净距和支撑角度对其计算长度系数的影响，并给出支撑平面内或是平面

外失稳时支撑的平面外和平面内的计算长度系数的合理匹配关系[22]。刘卓学者认为交叉支撑的稳定承载力

主要取决于其平面外的屈曲荷载，他建立了不同节点构造下交叉支撑面外失稳的计算模型推导了弹性支承

杆的屈曲方程。并探究了支撑刚度与弹性支承杆稳定承载力的关系，进而绘制了不同支撑位置下计算长度

系数随支撑刚度变化的诺模图。通过实例分析并结合 ANSYS 建立了相应的有限元模型并对其进行特征值

屈曲分析，验证了推导过程的正确性[23]。关建伟通过对输电塔两类常用不等边交叉斜材节间进行了稳定承

载力试验研究，得到了在拉压比为 0.2 时交叉斜材的极限承载力、破坏形态以及交叉斜材内力情况。利用

有限元分析软件 ABAQUS，进一步进行了各项参数对稳定承载力的影响。在此基础上，提出了适用于不等

边角钢交叉斜材计算长度修正系数，与现有规范进行对比[24]。 

1  基本理论 

细长压杆稳定性问题的本质是确定结构的临界载荷和屈曲模态。在有限元分析方法中，可以采用广义

特征值线性屈曲分析法和非线性增量分析法求解。 

1.1  广义特征值法[25] 

广义特征值法基于小位移、小应变的线弹性理论，即计算临界屈曲载荷的过程中忽略几何非线性以及

变形对结构构型的影响，因此常用于线性屈曲分析。究其理论而言，首先根据最小势能原理，得到结构在

轴力作用下的有限元平衡方程：  

     { } { }E GK K U P   (1) 

式中  EK 为结构弹性刚度矩阵     0 0=
T

E B D B dVK  ， GK 为结构几何刚度矩阵    =
T

G C C GdVK  ，

{ }U 为单元节点位移向量，{ }P 为单元节点载荷向量。其中  EK 可以根据结构外形直接推导求出，而几何

刚度矩阵  GK 和应力{ }P 有关，因此假设单元几何刚度矩阵
0
GK  对应初始单元载荷

0P  ，当结构线性屈

曲时   0P P    时，对应  0
G GK K     。 

由于系统随遇平衡，故： 

     { } 0E GK K U   (2) 

      0E GK K                                        (3) 

   0 0E GK K                                         (4) 

 
      0E iaiK K  

                                 (5) 
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式(5)为随遇平衡方程的特征值形式，求解 i 和 i 即可得到结构的第 i 阶临界屈曲载荷系数和失稳模

态。对于线性情况，临界屈曲载荷为
0

i P   ，此类失稳多属于分支点失稳。 

1.2  增量法[25] 

由于结构大多存在初始缺陷，忽略几何非线性会大大降低结果的可靠性，而且现实工程中的失稳大多

属于极值点失稳，因此非线性稳定性分析也十分重要。其中，增量法是主要的分析方法之一，它是广义特

征值法的延伸，即将整个非线性加载过程分解为 i 级线性过程的叠加，通过逐步加载来逼近挠度曲线，凭

借迭代的收敛性判断非线性临界屈曲载荷。由于每一子步的计算都会考虑上一级的应力应变结果，因此在

计算步长充分细密的前提下，本方法可以很好地追踪非线性加载的全过程。换言之，程序通过判断有限元

刚度矩阵的奇异性来判断临界屈曲载荷。 

 =cr iP P  (6) 

式中： crP 为临界屈曲载荷； iP 是第 i级单元载荷。 

2  数值模拟 

本文使用有限元模拟软件 Workbench 实现了对整体结构的参数建模以及有限元分析。 

2.1  有限元模型 

离散化是结构有限元分析的第一步，旨在将连续体分割为有限自由度的单元集合。其中，单元又分为

实体单元、板壳单元、梁单元和杆单元，具体类型需要根据实际模型进行取舍。就本文而言，采用梁单元

(BEAM188)作为有面外支撑杆的 X 撑结构线性和非线性屈曲分析的基本离散单元。该单元属于一种二节点

的三维线性有限应变铁摩辛柯梁单元，其中每个节点拥有三个平动自由度和三个转动自由度，适用于模拟

线性、大变形非线性问题，常用于模拟细长杆结构。 

材料层面，设整体结构均由 Q235 钢构成， 200000E MPa 。另外，模拟时忽略初始几何缺陷和残余

应力的影响，且默认加载过程中截面保持不变。由于模拟时考虑非对称形式的 X 撑结构，故未对有限元模

型进行对称简化，即将整体结构纳入有限元计算，以考察整体结构的临界屈曲情况。就边界条件设置而言，

面外支撑相当于弹性支架，主要作支撑作用，不考虑释放轴向自由度受拉力情况，故面外支撑端和非加载

端一样，始终焊接在地面上，于模拟中也就是相应端点和地面呈固定关系。加载端释放轴向位移，并施加

1MPa 的单元载荷。最后回到 Workbench 中，应该创建相互关联的静力学模块和特征值屈曲模块，在静力

学模块中定义位移边界和线性力边界，在特征值模块中定义非线性力边界部分。 

 
图 3  有限元模型边界条件设置 



 

•Ⅲ-128• 

 
图 4  离散化情况和临界屈曲构型 

2.2  特征值屈曲模块 

线性特征值屈曲模块基于广义特征值法，就本文而言，本模块主要用于模拟单杆受力和双杆受力(作用

在两杆的力未知，但是已知两载荷的系数关系这两种情况。 

值得注意的是，线性屈曲分析只需在静力学模块定义位移边界和力边界即可。最后计算出的屈曲载荷

因子是应用静力学模块中所有线性单元载荷的结果，即所有载荷的缩放因子。简而言之，本文施加的是单

位载荷，故屈曲载荷因子即实际临界屈曲载荷(MPa)。 

 F F 线性屈曲 静力模块                                   (7) 

非线性特征值分析主要用于非线性加载情况，在本文中，分析两杆受力时，已知一杆受到的恒定载荷，

求另一杆临界屈曲载荷的情况需要使用。 

不同于线性屈曲模块的分析，非线性屈曲分析的负载乘数仅对屈曲分析中的负载进行了缩放。对于非

线性特征值屈曲分析模块，用于计算其极限屈曲载荷的方程是： 

 +F F F 非线性屈曲 非线性模块 静力模块                       (8) 

3  正交试验设计和分析 

简单结构的优化设计可以通过理论方法求解目标函数极值的方式实现，而对于复杂构型，由于参量增

多，难以短时间内通过数学建模的方式求解到最优的结构设计方式。例如涉及文中影响有面外支撑杆的 X

撑结构稳定性的变量就有 15 个，传统的优化设计方式难以建立优化数学模型。面对这种情况，在优化设

计早期可以采用数理统计配合有限元的新型设计方法，在统计学指导下科学地设计试验，模拟后根据数据

尽快获得最优方案并尽量回归出近似的优化数学模型。 

本文全面考察了各几何设计参数对有面外支撑杆的 X 撑结构稳定性的影响，结合正交试验方法和方差

分析判断了各因素的显著性，并获得了一定范围内结构的最优设计方案。在所有几何设计参数显著性试验

的基础上，本文筛选出了核心影响因素，再次采用正交试验方法进行模拟测试，最后通过非线性曲面回归

建立了近似优化数学模型，从而达成有面外支撑杆的 X 撑结构稳定性的优化设计。 

3.1  显著性试验 

3.1.1  正交设计 

正交试验直观、高效，通过少量代表性试验便可获得整体的发展趋势，是研究和处理多因素、长周期

问题的有效手段。本方法的核心思想是：利用正交性从全体试验中挑选出有代表性的点进行测试，使这些

代表点 “均匀分散，齐整可比”，即满足均衡性和正交性要求。具体而言，均衡性指的是所有水平试验时出

现的概率相同，正交性指的是任意两个因素的水平组合在整体试验中出现的概率相同。[26]正确使用正交试

验有利于保证质量的前提下尽量缩减试验的规模，结合方差分析还可以高效地从众多影响因素中筛选出主

要矛盾。就本文而言，正交试验有利于探究各几何设计参数对临界屈曲载荷的影响程度，从而成为结构稳
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定性优化设计的基石。而且分析结构外形可知，涉及的影响因素高达 15 个，只有通过正交试验才能高效、

正确地完成显著性试验。 

显著性试验的主要目的是研究各设计参数对 X 撑细长压杆结构稳定性的影响程度，为下一阶段的优化

设计提供参考。根据试验目的，本文选取结构的第一阶临界屈曲载荷作为结构稳定性评价指标，且此特征

值越高代表结构约稳定。 

设计之初，根据结构面内支撑杆的位移、力边界条件，将结构分为单杆受力和双杆受力两种情况，即

分为两张正交表进行试验设计。此外，本试验着重于研究主效应对稳定性的影响，因此设计时不考虑各因

素的交互影响。结构稳定性评价指标变化的原因称为影响因素，对于单杆受力情况，在几何设计参数层面

考虑了各撑杆长度、外径、壁厚、面内支撑杆长度比例和各撑杆之间的角度关系对临界屈曲载荷的影响，

力边界条件层面考虑了受压位置对临界屈曲载荷的影响，因此一共有 14 个因素。因素的各个状态称为水

平，对于线性效应，每个效应只需 2 个水平便可反映变化趋势，而对于非线性效应，则应该结合工程应用

背景取多个水平。结合正规正交表，本文选择了 4 水平和 8 水平搭配的表头设计方式，意图最大程度还原

整体的变化趋势的同时保证模拟的效率，具体因素和选取的水平如表 1 所示。而对于双杆受力情况，除了

考虑以上几大因素外，还考虑了面内支撑杆中不同加载模式对结构稳定性的影响：非屈曲杆受恒定载荷、

比例载荷和拉压载荷，具体因素和所对应的水平见表 2。 

表 1 和表 2 中，面外支撑长度为 3L ，面内支撑杆 AC 、DB 长度对应 1L 和 2L ， out-LD 、 LT 为空心圆管

的外部直径和壁厚，端点 A 至中心结点 O 与面内支撑杆 1 长度比例 11 0 1= /AL L L ，端点 D 至中心结点 O 与

面内支撑杆 2 长度比例 22 0 2= /DL L L ，面内支撑夹角为 x ，面外支撑夹角为 out 。 

表 1  有面外支撑杆的 X 撑结构单杆受力情况下正交设计因素水平表(显著性试验)  10 4
64 4 8L  

序号  x


 out   3L mm   
1LT mm  

2LT  
3out-LD mm  

3LT  11L 22L  

1 120 120 60000 60 60 1000 60 0.7 0.7 

2 90 90 50000 45 45 760 45 0.6 0.6 

3 60 60 43600 28 28 600 28 0.5 0.5 

4 30 30 40000 15 15 400 15 0.4 0.4 

序号 1out-LD  
2out-LD  1L  2L  位移约束 

1 1000 1000 130000 130000 
端点 A 作为受载端，其余固定 

2 900 900 120000 120000 

3 800 800 110000 110000 
端点 B 作为受载端，其余固定 

4 685 685 100000 100000 

5 600 600 90000 90000 
端点 C 作为受载端，其余固定 

6 500 500 80000 80000 

7 400 400 70000 70000 
端点 D 作为受载端，其余固定 

8 300 300 60000 60000 
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表 2  有面外支撑杆的 X 撑结构双杆受力情况下正交设计因素水平表(显著性试验)  14 1
64 4 16L  

序号  x


 
out

  3L mm
 

 
1LT mm

2LT  
3out-LD mm

 3LT
 11L 22L

1 120 120 60000 60 60 500 60 0.7 0.7 

2 90 90 50000 45 45 380 45 0.6 0.6 

3 60 60 43600 28 28 300 28 0.5 0.5 

4 30 30 40000 15 15 200 15 0.4 0.4 

序号 
1out-LD

 2out-LD 1L
 2L 位移约束 

1 800 800 120000 120000 端点 AB 作为受载端，其余固定 

2 685 685 100000 100000 端点 AD 作为受载端，其余固定 

3 600 600 90000 90000 端点 BC 作为受载端，其余固定 

4 500 500 80000 80000 端点 CD 作为受载端，其余固定 

序号 力边界情况 序号 力边界情况 

1 1L
作为屈曲杆， 2L

受 50MPa 压力 9 1L
受 1MPa 拉力，视 2L

屈曲杆 

2 1L
作为屈曲杆， 2L

受 10MPa 压力 10 1L
受 10MPa 拉力，视 2L

屈曲杆 

3 1L
作为屈曲杆， 2L

受 1MPa 压力 11 
1

2
2

=10, =1 a
P

P MP
P

 

4 1L
作为屈曲杆， 2L

受 1MPa 拉力 12 
1

2
2

=0.1, =1 a
P

P MP
P

 

5 1L
作为屈曲杆， 2L

受 10MPa 拉力 13 
1

2
2

=1, =1 a
P

P MP
P

 

6 1L
受 50MPa 压力，视 2L

屈曲杆 14 
1

2
2

=-1, =1 a
P

P MP
P

 

7 1L
受 10MPa 压力，视 2L

屈曲杆 15 
1

2
2

=-0.1, =1 a
P

P MP
P

8 1L
受 1MPa 压力，视 2L

屈曲杆 16 
1

2
2

=-10, =1 a
P

P MP
P

 

3.1.2  方差分析 

方差分析(analysis of variances)是正交试验后处理的主要数理统计方法之一，通过比较各列水平下系统

的临界载荷来评估各影响因素的显著性水平，即研究各因素和水平对结构稳定性的影响程度。 

在多因素方差分析中，评价指标受因素独立作用、水平间交互作用和随机误差影响。其中因素独立作

用和水平间相互作用的总效应称为正交试验的主效应(main effect)，随机误差称为余差(residual effect)。[26][27]

具体而言，假如正交试验被设计为  i
n mL ，即试验涉及m个因素，每个因素代号为 mF ，且每个因素包括

i 个水平，试验一共进行了 n次，试验代号为 nx 。 

 
1 1

1 2

m m
i jm i j

ii

SSF F
SST SSF SSE 


  

 
                                 (9) 

    22
2

2
1 1 1

1
=

n n n i
i i i ii i i

x
SST x x x x x

n n  

      
 

     (10) 

式中，SST 是试验总变差，反映了数据集中各组结果的差异性； mSSF 是各因素独立作用造成的变差，

体现了 mF 水平变化对结构稳定性的影响； i jSSF F 是因素交互作用带来的变差； SSE 是随机误差。 

考察单因素独立作用效果时，可等效为单因素试验进行处理。因此，下面将以 mF 因素为例进行展开

分析。因素 mF 共有 i 个水平，涉及 n次试验， jkx 代表 j水平的第 k 次试验。 
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由于正交表具有均衡性和正交性，因此每列水平出现的次数相同，假设在 mF 列各水平均出现了 a 次，

则得到总试验次数和水平数量间关系 n a i  。同时可以计算出单因素独立作用变差： 

 
   2 2

1 1 1 1

i a i a
jk jkj k j k

m

x x
SSF

a n

   
 
   

 (11) 

 = = - -SSE SST SS SST SS SS 主效应 独立效应 交互效应  (12) 

由公式(10)可知，若某因素独立作用变差 iSSF 较大，则会主导总变差 SST 的变化趋势。为量化各因素

的影响程度，需要引入平均变差平方和MS 和显著性差异水平 F 因子： 

 m =
1
m m

m m

SSF SSF
MSF

i f



                                       (13) 

 
 

= =
1t m

SSE SSE
MSE

f f n f  主效应

 (14) 

 0 = m
m

MSF
F

MSE
                                               (15) 

式中， mMSF 代表 mF 因素的平均变差平方和； mf 代表 mF 因素的自由度；MSE 代表随机误差的平均

变差平方和； tf 代表整个实验的自由度；
0

mF 代表 mF 因素的显著性因子。由于本次试验不考虑交互项的影

响，故 = + =f f f f独立 独立主效应 交互项 。 

最后应该根据因素和随机误差的自由度查 F 分布表[26][27]，以获得对应观测值  ,m m EF f f 和检验水平

P。  ,m m EF F f f实际值 ，即 0.05p  ，代表 mF 因素影响显著，而  ,m m EF F f f实际值 ，即 0.05p  ，代

表 mF 因素影响有限。 

对于单杆受力情况，本文借助多因素方差分析，后处理了表 1 的正交试验结果，计算了各因素的变差

平方和、自由度和显著性 F 因子，得到了主体间效应检验表 3。 

表 3  单杆受力主体间效应检查表 

因素 3 类平方和 自由度 均方 F P 

模型 14108453.695a 59 239126.334 9.406 0.010 

位移约束 85856.108 3 28618.703 1.126 0.422 

x  305812.973 3 101937.658 4.010 0.085 

out  18176.109 3 6058.703 0.238 0.866 

3L  538807.391 3 179602.464 7.065 0.030 

1out-LD  959304.097 7 137043.442 5.391 0.041 

1LT  47521.955 3 15840.652 0.623 0.630 

2out-LD  1424227.437 7 203461.062 8.003 0.018 

2LT  57036.889 3 19012.296 0.748 0.568 

3out-LD  47155.039 3 15718.346 0.618 0.633 

3LT  373222.497 3 124407.499 4.894 0.060 

11L  294728.753 3 98242.918 3.865 0.090 

1L  851003.747 7 121571.964 4.782 0.052 

22L  337035.378 3 112345.126 4.419 0.072 

2L  663229.821 7 94747.117 3.727 0.083 

误差 127108.397 5 25421.679   

总计 14235562.092 64    

注：R 方=0.991 
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根据上表可知，影响因子 R 方(99.1%)大于 85.0%，证明了本次正交试验囊括了影响有面外支撑杆 X

撑结构稳定性的绝大多数因素。进一步分析检验水平可知：面外支撑杆长度、杆 1 外径、杆 2 外径组间差

异明显(
3

0.05LP  ，
1

0.05DP  ，
2

0.05DP  )，换言之这个三个因素主导了有面外支撑杆 X 撑结构临界屈曲

的变化趋势。其余因素的检验水平 0.05P  ，具有方差齐性即不存在显著性差异，也就是说它们对本模型

临界屈曲载荷的影响较小。 

接下来通过 F 检验确认了以上三因素对系统影响程度的差异性。查表 3 知面外支撑长度的
3

7.065LF  ，

杆 1 外径的
1

5.391RF  ，杆 2 外径的
2

8.003RF  ，对比分析可知，
2 3 1R L RF F F  ，也就是杆 2 外径对此

模型临界屈曲载荷的影响最大，面外支撑长度和杆 1 外径的影响次之。简而言之，对于单杆受力情况，面

内支撑圆管外径和面外支撑长度对系统临界屈曲载荷的影响程度高。 

双杆受力正交试验的后处理方式和单杆受力情况类似，使用多因素极差分析的方式检验了边界条件、

所有几何设计参数对有面外支撑杆 X 撑结构稳定性的影响程度，计算了各因素的变差平方和、自由度和显

著性 F 因子，得到了主体间效应检验表 4。 

表 4  双杆受力主体间效应检查表 

因素 3 类平方和 自由度 均方 F P 

模型 5686545.741a 58 98043.892 25.055 0.000 

位移边界 13876.926 3 4625.642 1.182 0.392 

力边界 475980.219 15 31732.015 8.109 0.008 

x  73142.515 3 24380.838 6.230 0.028 

out  6083.018 3 2027.673 0.518 0.685 

3L  48141.452 3 16047.151 4.101 0.067 

1out-LD  37608.429 3 12536.143 3.204 0.105 

1LT  75170.932 3 25056.977 6.403 0.027 

2out-LD  238940.241 3 79646.747 20.354 0.002 

2LT  16427.076 3 5475.692 1.399 0.331 

3out-LD  31915.674 3 10638.558 2.719 0.137 

3LT  90705.240 3 30235.080 7.727 0.017 

11L  141599.832 3 47199.944 12.062 0.006 

1L  113394.121 3 37798.040 9.659 0.010 

22L  33796.245 3 11265.415 2.879 0.125 

2L  79174.031 3 26391.344 6.744 0.024 

误差 23478.903 6 3913.150   

总计 5710024.644 64    

注：R 方=0.996 

分析表 4 可知，影响因子 R 方(99.6%)大于 85.0%，证明本次正交试验具有统计学意义。根据检验水平

可知，杆 2 半径、杆 1 长度比例、力边界条件、杆 1 长度、面外支撑壁厚、杆 2 长度、杆 1 壁厚和 X 撑夹

角对临界屈曲载荷影响显著，其余因素具有方差齐性，对结构稳定性的影响有限。 

此外，由于力边界条件包括比例加载和非屈曲杆受恒定载荷两种加载模式，从图 3 可以看出，比例加

载模式下结构的临界屈曲载荷更低，且不同水平对稳定性的影响更为剧烈。故优化设计围绕比例加载模式

下结构的屈曲情况进行研究。 
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图 5  加载模式临界屈曲载荷估算边际平均值 

接下来通过 F 检验[27]确认了以上因素对系统影响程度的差异性。查表 4 可知影响程度由大到小依次是

杆2半径F=20.354、杆1长度比例F=12.062、力边界条件F=9.659、杆1长度F=8.109、面外支撑壁厚F=7.727、

杆 2 长度 F=6.744、杆 1 壁厚 F=6.403、X 撑夹角 F=6.23。总的来说，相较于单杆受力情况，双杆受力情况

会复杂化有面外支撑杆 X 撑结构的力学环境，其非线性更加突出。就统计学结果而言，加载位置、面外支

撑夹角、面外支撑外径对结构稳定性的影响有限，其余参数对临界屈曲载荷都有相当的影响，且面内支撑

杆外径、长度比例和加载方式对临界屈曲的影响程度最高。 

综上所述，研究单杆受力有面外支撑杆 X 撑结构稳定性优化模型时可以考虑面内支撑外径大小和面外

支撑的长度的影响。对于双杆受力情况，可以考虑面内支撑杆外径、长度比例、长度、加载比例的作用。 

3.2  优化设计 

虽然显著性试验全面考虑了各种设计参数对结构稳定性的影响，但这也带来一个问题：研究重点不够

突出，核心因素的水平数量有限，这也就意味着难以根据现有数据挖掘出较为准确的临界屈曲载荷总体变

化趋势。因此为优化设计提供更好的数据支持，本文在显著性试验的基础下进行了优化设计正交试验。 

3.2.1  正交设计 

对于结构单杆受力情况下的正交设计，在主体效应表 3 的指导下，选取了组间差异明显的面外支撑长

度 3L 、面内支撑杆外径 1R 和 2R 作为自变量，其余设计参数固定，并以一阶临界屈曲载荷作为稳定性的评

价标准。通过查阅正规正交表，最终选择了 3 因素 9 水平的表头设计方式，具体因素和水平设计如表 5      

所示。 

表 5  单杆受力情况下优化设计因素水平表  9
81 3L  

序号  3L mm   
1out-LD mm   

2out-LD mm  

1 56000 300 200 

2 58000 400 260 

3 60000 500 320 

4 62000 600 380 

5 64000 700 440 

6 66000 800 500 

7 68000 900 560 

8 70000 1000 620 

9 72000 1100 680 

固定因子 

位移边界条件 11L  1L  22L  2L  

允许 d 端点的轴向位移 0.5 100000 0.5 100000 

x  out  
1LT  

2LT  
3out-LD  

3LT  

90 90 28 28 762 28 
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虽然有面外支撑杆 X 撑结构在双杆受力时，其稳定性变化和所有设计参数都有一定程度的关联，但是

各因素的显著性却有差异。因此优化设计时考虑组间差异最为明显的前 4 个设计参数作为非线性回归的自

变量，分别是面内支撑杆外径
2out-LD 、杆长度比例 11L 、长度 1L 和载荷的比例。其余设计参数固定，并以

一阶临界屈曲载荷作为评价指标。最后，选择了 4 因素 9 水平的正规正交表，具体因素和水平设计如表 6

所示。 

表 6  双杆受力情况下优化设计因素水平表  9
81 4L  

序号  
2out-LD mm  11L   1L mm  

1 2
/L LP P  

1 200 0.68 110000 -10 

2 300 0.70 120000 -1 

3 400 0.72 125000 1 

4 500 0.74 130000 3 

5 600 0.76 135000 6 

6 700 0.78 140000 9 

7 800 0.80 145000 12 

8 900 0.82 150000 15 

9 1000 0.84 155000 18 

固定因子 

位移边界条件 3L  
1out-LD  22L  2L  

允许 ab 端点的轴向位移 43586 1372 0.5 100000 

x  out  
1LT  

2LT  
3out-LD  

3LT  

90 90 28 28 762 28 

3.2.2  优化设计数学模型 

优化设计的核心是将工程问题数学化。首先，应该明确模型的自变量，即影响结构稳定性的显著影响

因素。选取优化设计数学模型自变量的方法和显著性正交试验的后处理方式相同，可以使用多因素方差分

析方法，筛选出显著影响因素以供后续方程回归使用。 

具体而言，经数学处理后，单杆受力情况下正交试验的主体间效应如表 7 所示： =R 方 99.6%>85.0%，

1
0.05DP  ，

2
0.05DP  ，

3
0.05LP  ，因此本优化设计正交试验具有统计学意义，在排除大量次要设计因

素干扰的前提下，面内支撑杆外径对结构稳定性的影响显著，且影响程度远大于面外支撑长度对结构稳定

性的影响，显著影响因素归一化系数对结构稳定性的影响见图 4。综上所述，面内支撑杆外径参与单杆受

力情况下结构优化设计数学模型的建模。 

表 7  单杆受力情况下优化设计的主体间效应检验表 

因素 3 类平方和 自由度 均方 F P 

模型 135317.978 25 5412.719 557.400 0.000 

3L  11.081 8 1.385 0.143 0.997 

1D  679.587 8 84.948 8.748 0.000 

2D  35986.111 8 4498.264 463.230 0.000 

误差 534.086 55 9.711   

总计 135852.064 80    

注：R 方=0.996 
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图 6  单杆受力时显著因素的影响程度 

而对于双杆受力情况，分析结果如表 8 所示， =R 方 86.2%>85.0% ，
2

0.05DP  ， 0.05P 系数 ，

1
0.05LP 长度比例 ，因此本优化设计正交试验具有统计学意义，且面内支撑杆杆 2 外径、比例载荷系数、面

内支撑杆杆 1 长度比例，即面外支撑杆于面内位置对结构稳定性的影响显著。将自变量归一化后可得到有

关双杆受力时结构稳定性的 3D 三元曲面图 5，可见当三者归一化系数均等于 0.5 时，结构稳定性最好，即

对应 2 600D mm ， 1 2/ 6P P  ， 11 1/ 0.76AOL L L  。另外，长度比例失调、面内支撑杆半径过小会大大

危险结构稳定性。由于采用非线性曲面回归方法分析影响因素对结构稳定性的影响，且

2 11D LF F F 比例载荷系数 ，因此选择前二者为非线性回归自变量。 

表 8  双杆受力情况下优化设计的主体间效应检验表 

因素 3 类平方和 自由度 均方 F P 

模型 179991.927 33 5454.301 9.072 0.000 

2D  23265.327 8 2908.166 4.837 0.000 

1L  1003.046 8 125.381 0.209 0.988 

11L  16069.058 8 2008.632 3.341 0.004 

比例载荷系数 67783.308 8 8472.914 14.093 0.000 

误差 28858.303 48 601.215   

总计 208850.230 81    

注：R 方=0.862 
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图 7  双杆受力时显著因素的影响程度 
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3.2.3  非线性曲面回归 
非线性曲面回归研究的是因变量 z 和确定变量 x、 y 的相关关系，对于单杆受力情况采用 Gaussian2D

模型： 

 

       

       

2

1
0

2

cos sin cos cos1

2
exp

sin cos sin cos1

2

x y xc yc

w
z z A

x y xc yc

w

   

   

            
      

             
  

 (16) 

式中 0 1 2z A xc yc w w、 、 、 、 、 、 是回归参数，根据样本数据，采用最小二乘法估计最优回归参数，使

实测值 iz 和回归值 îz 的离差平方和最小。 

    
2

min 1
ˆ

n
i i ii

S z z


   (17) 

经 SPSS 回归计算后，各回归系数 0 1 2z A xc yc w w、 、 、 、 、 、 分别是-10.88、252.77、0.18、1149.01、

710.84、745.72 和 228.96，因此非线性回归方程为： 

 

       

       

2

10.88

cos 0.18 sin 0.18 1149.01 cos

2

0.18 710.84 cos 0.181

2 745.72
252.77 exp

sin 0.18 cos 0.18 1149.01 sin 0.18 710.84 cos 0.181

8.962 2

z

x y

x y

  

            
    

             
  

 (18) 

 

图 8  单杆受力 Gaussian2D 回归效果 

对于双杆受力情况，采用类似的非线性曲面回归方法：结合 Rational2D 模型和 Levenberg-Marquardt 优

化算法进行拟合。 

 
2 3

0 01 01 02 03
2 3 2

1 2 3 1 21

z A x B y B y B y
z

A x A x A x B y B y

   


    
 (19) 

式中 0 01 01 02 03 1 2 3 1 2z A B B B A A A B B、 、 、 、 、 、 、 、 、 是回归参数，经 SPSS 计算后可得对应系数为-19.04、

0.18、0.31、0、0、0.05、0.01、0、0、0。最终回归方程变为： 

 
2

19.04 0.18 0.31

1 0.05 0.01

x y
z

x x

  


 
 (20) 
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图 9  双杆受力 Rational2D 回归效果 

临界屈曲载荷是评价结构稳定性的核心指标，在有面外支撑 X 撑杆结构单杆受力时，面内支撑外径的

影响显著：撑杆的外径和结构稳定性呈正相关。而对于双杆受力情况，首先在几何层面，面外支撑于面内

结点位置、面内支撑外径都会显著影响结构稳定性，但后者的影响力更大，经回归分析后可知：面内支撑

杆半径越大，结构抗屈曲能力也越强。对于力边界条件的影响而言，比例载荷、恒定载荷都会对结构稳定

性造成相当的影响，但是前者的组件差异更为显著。此外，当面内支撑非屈曲杆受拉力时，结构稳定性会

有所提升，且比例载荷系数是 4.85 倍时，结构的稳定性最佳。 

4  结论 

本文使用了数理统计加有限元模拟的新型优化设计方法研究了有面外支撑 X 撑杆结构在单杆受力和

双杆受力时的结构稳定性，为实际工程应用和复杂非线性问题提供了一种高效的解决思路。具体而言，首

先通过正交设计和有限元分析完成了结构的显著性试验，并借助多因素方差分析从全面设计参数中筛选出

显著影响因素。然后，在上述结论的指导下，完成了更为细致的优化设计正交试验，并通过非线性曲面回

归方法得到了显著因素和临界屈曲载荷的经验公式。 

研究发现，在几何设计参数层面，面内支撑设计参数对结构稳定性的影响远高于面外支撑设计参数，

其中面内支撑外径的影响最为显著，且外径越大结构稳定性越好。但是面外支撑位置，即面内支撑结点位

置会显著影响结构的稳定性。在边界条件层面，结构稳定性对于面内支撑双杆受力情况非常敏感，其中比

例载荷的影响高于恒定载荷，且当非屈曲杆受拉力时，结构稳定性会有所改善。最后，临界屈曲载荷和面

内支撑载荷比例之间存在非常强的非线性关系，就本次试验而言，当拉力是屈曲载荷的 4.85 倍时，结构的

稳定性最好。 

就未来而言，可以围绕面外支撑节点位置和面内支撑非屈曲杆所受载荷对有面外支撑 X 撑杆结构的稳

定性影响展开理论、数值、实验分析。 
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