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单位载荷法中虚位移限制条件辨析
1)

李 敏 ∗ 李依伦 † 陈伟民 ∗∗,††,2)

∗(北京航空航天大学航空科学与工程学院，北京 100191)
†(巴黎−萨克雷大学，土壤、结构与材料力学实验室，法国巴黎 91190)

∗∗(中国科学院力学研究所，北京 100190)
††(中国科学院大学工学院，北京 100049)

摘要 单位载荷法是一种求解位移的通用方法，在材料力学能量方法中占据重要地位。使用虚位移模式表

述单位载荷方法时，满足位移边界条件是虚位移的主要限制条件。在静不定问题、特别是带有自由边界条件单

位载荷系统构造时，对于该限制条件的理解决定了使用单位载荷方法的灵活性。本文使用几个经典例题剖析该

限制条件的作用，为教学活动中解释相关问题提供参考。
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Abstract Unit-load method is a general method to solve displacement, which plays an important role in the

energy method of material mechanics. When using virtual displacement mode in the unit-load method, the main

limiting condition for virtual displacement is to satisfy the displacement boundary condition. For statically

indeterminate problems, especially for the unit-load system construction with free boundary conditions, the

understanding of the limiting condition determines the flexibility of using the unit-load method. In this paper,

several classical examples are used to analyze the effect of this restriction, and to provide reference for explaining

related problems in teaching activities.

Keywords unit-load method, virtual work principle, boundary conditions

作为一种计算位移的一般性方法，基于变形体

虚功原理的单位载荷法是材料力学的重点教学内容，

甚至静不定问题、对称/反对称问题、冲击问题都可

以视为单位载荷法的应用。

变形体虚功原理常表述为虚力原理与虚位移原

理两种模式，在材料力学教学内容中，克罗蒂 −恩
盖塞定理 (Crotti-Engesser)、卡氏第二定理 (Cas-

tigliano)、单位载荷法 (unit-load)的推导基于虚力原
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理；卡氏第一定理的推导基于虚位移原理。但多数材

料力学教科书 (包括工程力学教材中材料力学部分)

中不涉及余功和余能概念[1-3]，或者新版教材中删去

余功和余能的部分[4]，造成与虚力原理相关的余虚功

(包括内余虚功和外余虚功) 无法引入，后续也就不

能基于虚力原理推导以上定理和方法。目前大部分

教材的处理方案是：删去克罗蒂－恩盖塞定理，适用

于线弹性条件的卡氏第二定理使用交换加载次序或

引用功的互等定理加以证明，而单位载荷法使用虚

位移原理的相关概念进行描述 (孙训方的教材 [5] 保

留了余功余能部分，但单位载荷法仍使用虚位移原

理的模式引入)。

这种使用虚位移原理讲授单位载荷法的间接模

式，加上虚位移定义的限制，导致讲授中的重点 (也

是后续例题讲解中的难点)是：以实际载荷引起的位

移作为单位力系统的虚位移 [1-2,4-5]。对该问题的理

解与延拓不仅涉及单位载荷系统的选取与构造，还

决定了学生使用单位载荷法解决问题的灵活性，为

此本文利用教材中经典例题展示其中的细节与关联，

供教师讲解时参考。

1 单位载荷法中虚位移的定义

变形体虚功原理可表述为 [4]：作用在杆或杆系

结构的外力在虚位移上所做外虚功 We，恒等于可能

内力在虚变形上所做内虚功 Wi，即 We = Wi。很明

显，以上表述是典型虚位移模式。

应用虚功原理的条件：

(1) 对于所研究的力系 (外力与内力) 必须满足

平衡条件与静力边界条件；

(2)对于所选择的虚位移是微小的，满足变形连

续条件与位移边界条件。

在虚位移模式的单位载荷法表述中：满足位移

边界条件与变形连续条件的任意微小位移，均可作

为虚位移。因此，由实际载荷引起的位移也可作为虚

位移。

为了方便后续问题的讨论，此处使用图 1 以及

对应单位载荷系统的图 2 作为范例。为了求出图 1

中 B 点转角，在 B 点施加单位力矩构造了单位载荷

系统 (图 2)。
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图 1 静定梁架结构示意图
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图 2 对应于图 1 的单位载荷系统 (求 B 点转角)

利用图 1 的实际位移作为图 2 单位载荷系统的

虚位移，单位载荷系统对应的虚功方程为 (注：本文

实例中结构材料满足线弹性假设，忽略剪切与拉压

应变能)

1× θB =
2∑

i=1

∫ l

0

M (xi)
M (xi)

EI
dxi (1)

式中 M (xi) 与 M (xi) 分别为原始系统 (图 1) 与单

位载荷系统 (图 2) 各段梁内的弯矩方程 (在本文中

由单位载荷引入的约束外力与内力均采用符号上方

的横线表征)。

此处详细列出虚功方程的目的是为了说明：理论

上，式 (1)左侧的外力虚功除单位载荷引起的 1×θB
外，还包含 A点与 C 点的约束反力引入的外力虚功

FAx ×HA +FAy ×VA +FCy ×VC，这几项未在虚功

方程中出现的原因是 HA = VA = VC = 0，Hi 与 Vi

分别表示 i 点的水平与垂直位移。

可以看出，此处要求虚位移满足边界条件等价

于除单位载荷所引入的外力虚功外，其他所有与单

位载荷相关的约束反力造成的外力虚功为零。
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2 静不定结构单位载荷系统的构造

对于上述静定结构，单位载荷系统的构造具有

简单性和唯一性。当使用单位载荷法求解静不定结

构某点位移时，可以使用静不定结构的任一静定基

构造单位载荷系统。以图 3 静不定结构为例，同样

求解 B 点的转角，按照前节的方法构造的单位载荷

系统应为图 4所示，但需要重复求解静不定问题，造

成计算繁琐。一种解决的方案是将单位载荷施加于

原结构的任一静定基上 (例如图 2)，课堂讲解的重

点在于为什么可以采用结构的任一静定基构造单位

载荷系统。
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图 3 静不定梁架结构示意图
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图 4 对应于图 3 的单位载荷系统 (求 B 点转角)

由于教材中单位载荷法基于虚位移模式，按照

虚位移的定义，问题转化为：实际载荷下的位移 (真

实位移) 是否可以作为基于静不定结构任一静定基

构造的单位载荷系统的虚位移？

图 3 中实际位移一定可以作为图 4 中单位载荷

系统的虚位移，因为二者边界条件完全一致。尽管

图 2 (静不定结构某一静定基构造的单位载荷系统)

所示系统的边界条件与原始结构不同，但其一定弱

于原始系统，具体而言如下。

图 2 所示系统要求的虚位移满足

A 点：水平位移 HA = 0，垂直位移 VA = 0，

C 点：垂直位移 VC = 0；

实际载荷下 (图 3 所示原始系统) 的位移满足

A 点：水平位移 HA = 0，垂直位移 VA = 0，

C 点：水平位移 HC = 0，垂直位移 VC = 0；

即静不定结构在实际载荷下的位移可以作为任一静

定基单位载荷系统的虚位移，原因在于静不定结构

的边界条件多于其任一静定基的位移边界条件，所

以前者位移解的集合是后者的子集。

针对该问题，单辉祖 [6] 编写的教学参考书中给

出了一个详细证明，其基本思路是基于原始静不定

结构的单位载荷系统 (图 4) 可以分解为图 2 与图 5

两部分，可以证明图 5 所对应的内力虚功为零，因

此图 4 与图 2 的内力虚功相等，进而证明了采用基

于静定基求解位移 (图 2) 等价于在原始静不定结构

上施加单位载荷 (图 4) 求解位移。
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图 5 对应于图 4 的部分载荷系统

事实上，无需复杂公式推导过程，以实际载荷下

的位移作为虚位移时，图 5 所对应的内力虚功为零

是显而易见的：FCy 对应的外力虚功一定等于零，因

为 C 点实际的水平位移为零 (当然，其他由 FCy 引

入的约束反力所对应的外力虚功也为零)，所以图 5

对应的内力虚功必定为零。

相对于简单直观的静定结构，阐述静不定结构

单位载荷系统构造可以基于任一静定基的机理，关

键在于说明静不定结构与其静定基在边界条件上的

关系，即静不定结构的边界条件 “强”于其任一静定

基，所以静不定结构的位移可以作为其任一静定基

的虚位移，但反之不成立。

3 具有对称性无约束静不定结构单位载荷系

统的构造

利用对称性简化静不定问题的分析在材料力学
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课程中归属于能量法的应用，其中典型例题讲解的

难点在于无约束条件下对于部分结构的单位载荷系

统的构造，例如图 6所示的对称问题。除利用相对位

移协调条件的整体结构单位载荷系统 (例如图 7)外，

常常使用 1/2 结构 (图 8(a)) 或 1/4 结构 (图 8(b))

构造单位载荷系统，可利用对称面处绝对位移条件。

与第 2 节中论述不同，此时实际位移 (图 6 的真实

位移) 并不严格满足图 8 中单位载荷系统的边界条

件 (VC′ = 0)，即实际位移中 C ′ 点垂直方向的位移

不为零，如果根据前述虚位移的描述，实际位移不能

作为图 8 单位载荷系统的虚位移，此处基于虚位移

的单位载荷法是否可用成为需要说明的问题。

A'

C'

C

a

a

a

F FA

a

图 6 具有对称性无约束的静不定结构
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图 7 使用整体模型构造的单位载荷系统

(利用相对位移协调条件 θC+/C− = 0)
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图 8 利用 1/2 结构或 1/4 结构构造单位载荷系统

如果前期采用虚力模式导入单位载荷法，这个

问题容易解释，为了避免余功与余虚功的引入，采

用虚位移模式导入单位载荷法，此时该问题就成为

一个难点。尽管在教材的例题中已经避免出现类似

图 8的单位载荷系统，但在网上众多材料力学教案、

各类习题解答、教学参考书和考研教辅资料中采用

部分结构构造单位载荷系统是主流，这对于认真思

考的学生将造成困惑。

理论上，满足位移边界条件只是虚位移定义中

的限制条件，并不是虚功原理的要求：虚功原理中的

力与位移 (变形) 并无直接或因果关联，力的要求是

平衡，位移的要求是位移与变形对应协调，在此基础

上外力虚功等于内力虚功。换言之，实际位移不满足

单位载荷系统的位移边界条件，并不影响虚功方程

的成立，但是该虚功方程是否有作用 (是否可以解算

获得待求位移)取决于单位载荷系统的构造。下面仍

用上例列出具体表达式，以实际位移 (图 6) 作为部

分结构构造的单位载荷系统的虚位移 (图 8(a))，外

力虚功为 (内力虚功不再列出)

We = 1×θC+MC′×θC′+FNC′×HC′+F SC′×VC′ (2)

其中 MC′，FNC′，F SC′ 分别为图 8(a) 中由 C 点单

位力矩引入在 C ′ 点的约束反力，θC′，HC′，VC′ 分别

为图 6结构中 C ′ 点的实际位移。尽管 VC′ /= 0并不

满足单位载荷系统的位移边界条件，但并不影响虚

功方程的成立。进一步，如果外力虚功中除了 1× θC
以外还有其他项不为零，则该虚功方程没有作用 (不

能利用 C 点的已知位移求解静不定问题)。

对于图 8(a) 单位载荷系统的构造，由于 C 点

施加单位力矩，所以在 C ′ 点的 F SC′ 为零，尽管

VC′ /= 0，但 F SC′ × VC′ = 0，保证了 We = 1 × θC，

所以这种单位载荷系统的构造是可用的，图 8(b) 的

1/4 结构单位载荷系统构造也是同样的机理。但是

图 8(c) 对应的单位载荷系统不可用，原因在于尽管

虚功方程仍可列出，但 F SC′ /= 0，导致 F SC′ ×VC′ /=
0，此时 We = 1 × VA + F SC′ × VC′，不能利用 A 点

的已知位移 VA 求解静不定问题。

以上的实例说明，实际位移满足单位载荷系统

的边界条件并不是虚功原理的要求，只是为了保证

虚功方程对于实际问题解算有用而设定的条件。如

果实际位移完全满足单位载荷系统的边界条件，则

对于构造单位载荷系统所施加单位载荷的类型没有
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任何限制条件，否则需注意，施加单位载荷不能引入

不满足位移边界条件的位移所对应的约束力分量。

在对称性问题中，除此类构造固定边界模式外，

还有一大类构造非固定边界单位载荷系统的问题[7]，

其机理类似。例如图 9所示结构，求解 A点与 B 点

相对水平位移，采用了图 10所示 1/2结构构造单位

载荷系统，为了保证该自由边界结构的力平衡，需要

施加大小为 l 的力矩。
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图 9 具有对称自由边界条件的静不定结构[7]

图 10 中该力矩可以施加的位置在 D 点 (或 C

点)，其原因在于：这两点的转角为零 (图 9 中的实

际位移)，这就保证了外力虚功中仅出现 1×HA/B。
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图 10 利用 1/2 结构构造单位载荷系统

4 小结

基于虚功原理的单位载荷法在能量方法中占据

重要地位，材料力学教学中静不定问题、对称反对称

问题以及冲击问题在某种程度上可以看作单位载荷

法的应用外延。

大部分经典教材对于单位载荷法使用虚位移模

式引入，讲解过程不可避免涉及虚位移须满足位移

边界条件的限制，深刻理解单位载荷系统构造的本

质有助于灵活处理该限制条件。本文通过几个经典

例题 (包括静定结构、静不定结构、无约束的静不定

结构)，展示了虚功原理中力与位移 (变形)并无直接

关联，使用实际位移作为单位载荷系统的虚位移时，

要求虚位移满足单位载荷系统边界条件的目的，只

是为了保证除单位载荷的外力虚功外，其他由约束

力造成的外力虚功全部为零。所以，只要能保证约束

反力的外力虚功均为零，实际位移作为单位载荷系

统的虚位移，并不要求其完全满足单位载荷系统的

边界条件。
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