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摘  要：中国季节冻土区发育大面积深厚残坡积膨胀土，其特有的“冻胀融沉”“膨

胀收缩”特性诱发诸多工程病害问题。针对季节冻土区非饱和膨胀土的冻胀变形机制

问题，以延吉膨胀土为研究对象，开展了膨胀土冻胀特性试验研究，证明了膨胀土吸

水膨胀特性对其冻胀特性有显著影响，据此提出了考虑相变动力区的非饱和膨胀土冻

结－胀缩牵连机制。基于冻土多场耦合分析方法、结晶动力学理论，建立了非饱和膨

胀土水－热－变形耦合冻胀模型 FH_ex_Model，并予以验证。该模型能够反演出非饱

和膨胀土冻胀过程中的冻胀变形分量和膨胀变形分量。此外，根据上述研究，建议在

膨胀土工程场地中应当重视初冻期冻结作用诱发的高膨胀变形，同时稳定冻深以下区

域的场地变形不容忽视。 
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Abstract: A large area of deep residual deluvial expansive soils is distributed in seasonally frozen soil regions in China. Its 

unique ‘frost heave-thaw settlement’ and ‘expansion-shrinkage’ characteristics induce many engineering diseases. Aiming at 

the problem of frost heave mechanism of unsaturated expansive soils in seasonally frozen soil regions, taking Yanji expansive 

soil as the object, the experimental studies on the frost heave characteristics of expansive soils are carried out, and it is proved 

that the expansion characteristics of the expansive soils due to water absorption have a significant influence on its frost heave 

characteristics. Then the freezing-swelling/shrinkage mechanism of unsaturated expansive soils considering the phase change 

kinetic area is put forward. Based on the multi-field coupling 

analysis method of frozen soils and the theory of crystallization 

kinetics, the coupled hydro-thermo-deformation frost heave 

model for unsaturated expansive soils, named FH_ ex_ Model, 
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is established and verified. The proposed model can inverse the frost-heave deformation component and the expansion 

deformation component in the frost heave process of unsaturated expansive soils. In addition, according to the above 

researches, it is suggested that attention should be paid to the high freezing-induced expansion deformation in the initial 

freezing period in the expansive soil engineering site, and the deformation in the area below the stable freezing depth should 

not be ignored. 

Key words: seasonally frozen soil region; unsaturated expansive soil; frost heave test; freezing-induced swelling and shrinkage 

mechanism; multi-physical field coupling; frost heave model

0  引    言 
中国是世界第三冻土大国，季节冻土的分布面积

达 5.14×106 km2，冻深超过 1.5 m 且对工程有严重影

响的深季节冻土面积达 3.67×106 km2，中国又是膨胀

土分布最为广泛的国家之一，以南方膨胀土居多，涵

盖 20 多个省、市、自治区。自从 2014 年以来，随着

东北地区高速铁路工程建设的快速发展及西北高寒区

供水工程的建设，大量工程实践和病害调查表明，在

中国季节冻土区发育大面积深厚残坡积膨胀土，致使

一些重大工程在施工和运行期间受到不同程度病害问

题的影响，譬如长珲高铁沿线膨胀土路堑边坡出现浅

层滑坡和抗滑桩倾斜，黑龙江省北部引嫩总干渠乌北

段发生冻融滑坡，北疆膨胀土区域渠坡发生严重破坏

等[1-3]。上述病害的发生与季节冻土区膨胀土的“冻胀

－融沉”及“膨胀－收缩”特性密切相关，是季节冻

融环境多因素耦合作用下膨胀土性能劣化与变形的必

然结果。由于季节冻土区气候特点显著，降水和地下

水较丰富，部分地区极端气温可达到-40℃，使得该区

域膨胀土的冻融、胀缩特性十分突出。因此，有必要

建立季节冻土区非饱和膨胀土的冻胀模型，以描述季

冻区膨胀土的冻胀变形机制，为灾害分析和控制提供

必要的理论依据。 
徐丽丽等[4]研制了适用于膨胀土的土体膨胀冻胀

联合测试装置，对膨胀土在常温下充分补水达最大变

形后，开展冻胀测试。程旭东[5]研究了饱和延吉膨胀

土的冻胀特性与冻胀模型，试验中限制了饱和阶段膨

胀土的变形。Luo 等[6]研究了非饱和中等膨胀性膨胀

土的冻胀特性。朱杰等[7]研究了淮南膨胀土的冻胀融

沉特性。景鑫[8]研究了非饱和膨润土改性黏土的一维

冻融效应。上述研究对膨胀土冻胀变形机制的揭示有

一定的指导作用。 
过去，国内外学者针对非饱和土冻胀模型开展了

部分研究工作。Li 等[9]构建了非饱和冻土的理论模型

框架。Guymon 等[10]开发了可以模拟非饱和冻融土水

热运移和冻胀融沉现象的模型 FROSTB。Liu 等[11]建

立了考虑基质吸力效应的能够描述非饱和多孔材料冻

结行为的多场耦合模型。Yin 等[12]研究了非饱和冻土

中水、汽、应力和热的耦合传输问题，考虑基质吸力

的作用效应，对饱和土压缩模量进行修正，以描述非

饱和冻土的应力应变特性。上述模型多用于黏土或粗

粒土冻胀变形的模拟，不适用于模拟非饱和膨胀土的

冻胀变形，尤其是不能反映“湿胀－干缩”特性的对

膨胀土冻胀特性的影响。 
因此，本文以长珲高铁沿线延吉膨胀土为研究对

象，开展不同土体类型、初始含水率条件下的冻胀试

验，揭示典型膨胀土的冻胀特性。据此，提出非饱和

膨胀土的“冻结–胀缩牵连机制”。基于冻土多场耦合

分析方法，建立非饱和膨胀土水–热–变形耦合冻胀

模型 FH_ex_Model 并予以验证，解耦出非饱和膨胀土

冻结过程中的冻胀分量与膨胀分量。 

1  典型膨胀土冻胀特性试验 
1.1  试验设计 

以延吉膨胀土为研究对象，哈尔滨粉质黏土为参

照，开展无荷载单向冻胀试验，试样的物理性质见图

1 和表 1。准样时，将膨胀土与一定量的蒸馏水充分混

合，恒温密封 24 h。冻胀试验试样高度 100 mm，直

径 102 mm，分 5 层压实。试验中采用蒸馏水进行开

放系统补水，马氏瓶控制无压水位于试样底部以上 3 
mm 处，膨胀土冻胀试验系统详见图 2[6]。表 2 所示是

冻胀试验工况，E1、E2 为不同初始含水率，E1、S1
为不同类型土样，冻结时间大于 72 h。 

图 1 膨胀土和粉质黏土级配曲线 

Fig. 1 Particle size distribution curves of expansive soil and silty  

clay soil 
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表 1 土样物理性质指标 

Table 1 Physical properties of test soils 

指标 
最大干密度 
d,maxρ /(kg·m-3) 

相对质量

密度 sG
液限

Lw /% 
塑限 

Pw /% 
自由膨胀

率 SF /%
膨胀土 1660 2.63 53.4 38.4 60 
粉质黏土 1910 2.75 29.8 18.2 0 

图 2 膨胀土冻胀试验系统 

Fig. 2 Frost-heave test system of expansive soils 

表 2 单向冻胀试验工况 

Table 2 One-dimensional frost-heave test conditions of soils 
工况 初始质量含水率/% 暖端温度/℃ 冷端温度/℃
E1 21 1.8 -5 
E2 27 1.8 -5 
S1 21 1.8 -5 

1.2  试验结果分析 

由工况 E1 和工况 S1 可知，膨胀土和粉质黏土的

初始质量含水率相同，对应的土体饱和度分别为 64%
和 83%，这表明试验初期膨胀土试样的原位冻胀量应

当小于粉质黏土。然而在冻结开始的前 3.4 h 内，膨

胀土的冻胀量达到 2.8 mm（图 3 中 A 点），而粉质黏

土出现了 0.36 mm 的收缩变形（图 3 中 B 点）。该现

象表明，冻结初期非饱和膨胀土的主要变形来源于冻

结效应引起水分迁移所带来的未冻区吸水膨胀。 

 
图 3 膨胀土和粉质黏土试样冻胀量时程 

Fig. 3 Time histories of frost heave amount of expansive clay and  

silty clay samples 

由图 4 可知，在冻结开始的前 5 h 内，初始含水

率较低的试样冻胀变形量较大，且工况 E2 与 E1 的差

距不断增大。这是由于冻结初期试样的初始含水率较

低，黏土矿物具有较高的水分吸附能力，这一阶段黏

土矿物引起的膨胀变形占主导。在 5～25 h 间，工况

E2 与 E1 的差距不断减小，是因为随着水分迁移作用

的持续发生，未冻结区域的含水率显著增加，黏土矿

物的膨胀效应弱化。在 25 h 后（图 4 中 C 点），高初

始含水率试样的冻胀量超过低含水率试样，冰分凝作

用引起的冻胀变形占主导地位。 

 

图 4 不同初始含水率膨胀土试样冻胀量时程 

Fig. 4 Time histories of frost-heave amount of expansive clay  

 samples with different initial mass water contents 

由图 5 可知，根据第二冻胀理论，膨胀土的冷生

构造包括 4 个区域，即原位冻结区、冰分凝区、冻结

缘和未冻结区。与粉质黏土相比，膨胀土的冰分凝区

较大，层状冰透镜体并不发育。由此可知，膨胀土的

冻胀变形来源于较大冰分凝区域内的迁移冻胀和黏土

矿物膨胀。冰透镜体生长带来的体积变化相对较小。 

 

图 5 非饱和膨胀土(左)和粉质黏土(右)的冷生构造(Luo 等， 

2018)[6] 

Fig. 5 Cryostructures of unsaturated expansive clay (left) and silty  

clay (right) (Luo et al., 2018)[6] 

2  膨胀土冻结－胀缩牵连机制 
根据 1.2 节的试验分析，在非饱和膨胀土的冻结

过程中，土体孔隙的变化过程可归纳为 4 个阶段，即
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未冻结阶段（阶段Ⅰ）、孔隙冰少量出现和黏土矿物大

量膨胀阶段（阶段Ⅱ）、孔隙冰大量生长和黏土矿物少

量膨胀阶段（阶段Ⅲ），及并不显著的冰透镜体持续生

长阶段（阶段Ⅳ），见图 6。在阶段Ⅱ、Ⅲ中，黏土矿

物的膨胀由冻结引起的水分迁移导致，而黏土矿物的

收缩则源于冻结区未冻含水量的减少。 

图 6 膨胀土不同冻胀阶段的孔隙环境 

Fig. 6 Pore environment of expansive soils at different stages of  

frost heave 

在第二冻胀理论中，普遍认为冰透镜体暖端和冻

结锋面之间存在冻结缘，对于孔隙冰的分凝和抑制水

分迁移进入上层已冻土具有重要影响。但是，从非饱

和膨胀土冷生构造情况可知，由于层状冰透镜体的构

造特征并于显著，冻结缘的准确位置很难确定，并且

非饱和状态下膨胀土中冻结缘存在与否尚不明确。因

此，冻结锋面以上一定区域内孔隙冰的生长如何考虑

是一个问题。在此，借鉴 Bronfenbrener[13]提出了“相

变动力区”的概念，假定土体中冻结锋面之上存在一

个孔隙冰生长相对活跃的相变动力区，根据晶体生长

理论，采用非平衡相变一级动力学模型描述该区域发

生的结晶过程。因此，可以假定在非饱和膨胀土的冻

结锋面之上同样存在一个孔隙冰生长活跃的“相变动

力区”，该区域对非饱和膨胀土的水–热–变形耦合效

应具有重要影响。 
根据非饱和膨胀土孔隙变化过程和“相变动力区”

的概念，提出非饱和膨胀土的“冻结–胀缩牵连机制”，

见图 7。图中所示是非饱和膨胀土在开放系统冻结条

件下不同时刻试样断面的温度、孔压、变形变化过程，

①、②、③代表非饱和冻结过程中的 3 个主要阶段，

红色区域为相变动力区所在位置。 

图 7 开放系统非饱和膨胀土冻胀与膨胀收缩机制[19] 

Fig. 7 Frost heave and swelling-shrinkage mechanism of 

unsaturated expansive clay in open system[19] 

在温度方面，孔隙水的冻结点，即 Tf1，Tf2，Tf3，

随非饱和膨胀土冻结过程的发展逐渐升高且趋于饱和

膨胀土的冻结点。在孔隙水压力方面，冻结锋面以上

已冻区的孔压逐渐减小且趋于一稳定的负值，试样暖

端的孔压趋于 0，未冻结区域的孔压逐渐增大。基于

温度场和水分场的变化情况，在开放系统条件下，冻

结区内未冻水含量迅速减少，孔隙冰不断生产，膨胀

土体产生少量的收缩变形。在未冻结区内，随含水率

的增加，膨胀土吸水膨胀，且膨胀作用逐渐减弱。当

冻结锋面发展至已吸水膨胀的未冻结区域时，新冻结

土体会同时发生较大的冻胀和微弱的收缩。因此，在

非饱和膨胀土的冻结过程中，土体各个区域不断经历

着膨胀、冻胀、收缩等多个作用效应。 

3  控制方程 
3.1  基本假定 

本文针对季节冻土区气候环境作用下近地表范围

内的中、弱膨胀土冻胀问题，建立能够考虑膨胀土“冻

结－胀缩牵连机制”的水–热–变形耦合冻胀模型，

基本假定如下：①孔隙气相连续且与大气连通；②忽

略冻胀过程中未冻结区全区域的固结效应；③不考虑

温度变化引起的膨胀土骨架变形；④不考虑冻结缘的

存在与否和冰透镜体的判别与生长，通过结晶动力学

模型对相变动力区的晶体生长进行计算，当含水率超
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过 85%时发生起始冻胀；⑤冻结非饱和膨胀土的渗透

系数为其非饱和渗透系数与冰阻碍因子的乘积；⑥未

冻区的水分迁移遵守达西定律，不考虑已冻土区的水

分迁移和孔隙中的气态水的运移；⑦忽略非饱和膨胀

土孔隙水滞回效应对土水特征曲线和体积变形的影

响；⑧假定冻结土体中同一位置不会同时发生冻胀和

膨胀收缩效应；⑨膨胀土体是各向同性的非线性弹性

体。 
3.2  质量守恒方程 

将非饱和膨胀土考虑为由土颗粒、未冻水、孔隙

冰、孔隙气构成的四相介质，见图 8。基于体积分数

混合物理论，不计入孔隙气的质量，各相密度如下： 
s

s
w

w i
i

i i

a

( , ) (1 )  
( , ) ( )  

( , )  
( , ) 0 

x t n
x t

x t
x t

ρ ρ

ρ θ θ ρ

ρ θ ρ
ρ

■= -
|

= - |
■

= |
|= ■

，

，

，

。

          (1) 

式中， sρ ， wρ ， iρ ， aρ 分别为非饱和膨胀土各相的

体积密度， sρ ， wρ ， iρ ， aρ 分别为非饱和膨胀土各

相的真实密度，n 为孔隙率，θ为孔隙冰和未冻水的总

体积分数，θi 为体积含冰率。 
因此，非饱和膨胀土的总体积密度如下： 

s w i aρ ρ ρ ρ ρ= + + +     
s w i

i i(1 ) ( )n ρ θ θ ρ θ ρ= - + - +   。     (2) 

 

图 8 四相多孔介质的平均体积单元(AVE)与各相的体积分数 

Fig. 8 Average volume element (AVE) dΩ  of a porous medium  

  consisting of four constituents and their volume fraction 

对于相对于α 相的运动质点，任一可微函数 fα(x,t)
时间导数的空间描述为 

d
d j

j

f f fV
t t x

α
αα α α∂ ∂

= +
∂ ∂

  ，       (3) 

式中，fα为与α 相有关的函数，Vj
α为土粒和α 相的速

度。 
对于任意量的体积积分而言，有如下关系： 

t

( )d d d
d

t t

j
t

j

f Vff
t t x

αα
αα

α
Ω Ω

Ω Ω
■ ■ ■ ■∂∂

= +| | | || | ∂ ∂| |■ ■■ ■
∫ ∫  。 (4) 

根据质量守恒定律，在 Δt 时间内，平均体积单元

内存在两种作用，一是由于冰水相变作用引起的密度

变化，二是冰水迁移作用对平均体积单元的影响。因

此，在不考虑土骨架变形的情况下，平均体积单元中

冰相和未冻水相分别满足如下关系： 
w

w w i

i

i w i

d d  
d

d d  
d

t

t

t

t

m
t

m
t

Ω

ρ Ω

ρ Ω

→

→
Ω

■■ ■
|= -| || | |■ ■ |
■

■ ■ |
=| | || | |■ ■ ■

∫

∫

�

�

，

，

        (5) 

式中， tΩ 为平均体积单元计算域， w im →� 为水相变成

冰的质量转化率。 
将式（5）中两项求和并根据式（4），得到质量

守恒方程的局部形式如下： 
w i

w iw i ( ) ( )
0j j

j j

V V
t t x x

ρ ρρ ρ ∂ ∂∂ ∂
+ + + =

∂ ∂ ∂ ∂
  。 (6) 

通常，在饱和冻土的刚性冰模型中会考虑冰的迁

移速率 i
jV ，而在非饱和膨胀土冻胀模型中，由于冰与

土颗粒的相对速度比未冻水与土颗粒的相对速度小很

多且不在一个数量级上。因此，本文假定 i
jV =0。记

θu=θ-θi，
w w w

w j jV vρ ρ= ，将式（1）代入式（6）改写

为 
wi

u i
w 0j

j

v
t t x
θ θρ

ρ
∂∂ ∂

+ + =
∂ ∂ ∂

  ，      (7) 

式中， w
jv 为 Euler 坐标系下孔隙水的渗流速率。 

孔隙水运移符合达西定律且满足各向同性： 

w
H u( ) hv K

x
θ ∂

= -
∂

  ，            (8) 

式中， H u( )K θ 为非饱和膨胀土渗透系数，h 为孔隙水

压力水头，在非饱和土中，当仅考虑基质吸力势时，

取 h=ua-uw，当孔隙气压力等于大气压力时，h=-uw。 
式（8）代入式（7）即为 

i
u i

H uw ( )
j j

hK
t t x x
θ θρ θ

ρ
■ ■∂ ∂ ∂ ∂

+ = | || |∂ ∂ ∂ ∂■ ■
 。  (9) 

为模拟渗透系数随孔隙冰增长而急剧降低的现

象，将冻结非饱和膨胀土的渗透系数定义为与其未冻

水含量相同的未冻结非饱和土渗透系数与阻抗因子的

乘积。本文采用的阻抗因子形式如下[10]： 
2

s i
i

5 ( 3) 6
410 10

K
EI

θ
θ

■ ■- - +| |- ■ ■= =   ，    (10) 
式中，Ks 为饱和渗透系数。 

因此，式（9）即为 

i

i
u i

H uw 10 ( )E

j j

hK
t t x x

θθ θρ θ
ρ

-
■ ■∂ ∂ ∂ ∂

+ = ·| || |∂ ∂ ∂ ∂■ ■
 。 (11) 
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3.3  能量守恒方程 

在非饱和膨胀土冻结过程中，热传导是其主要热

量传递形式，本文不考虑气相对流热和源汇相等因素

的影响。由于土颗粒、孔隙冰、未冻水相的动能相对

于系统的其他能量而言十分微小，在此不作考虑。同

时，由于质量守恒方程中未考虑孔隙冰的迁移，因此

在能量守恒方程中不考虑与孔隙冰迁移相关的热通

量。此外，不考虑土骨架改变引起的能量变化。基于

上述，对于土颗粒－未冻水－孔隙冰相系统而言，能

量守恒关系如下： 
s w i

s s w w i i
d d dd d d
d d d

t t t

t t te e e
t t tΩ Ω Ω

ρ Ω ρ Ω ρ Ω
■ ■ ■ ■ ■ ■

+ +| | | | | || | | | | |
■ ■ ■ ■ ■ ■
∫ ∫ ∫   

w

w i d
t

j
t

j

q
e

xΩ

Ω→

■ ■∂
= Δ +| || |∂■ ■
∫   。          (12) 

式中  es，ew，ei 分别为土颗粒、未冻水、孔隙冰的比

内能， w ie →Δ 为水相变成冰产生的相变热。 w
jq 为孔隙

水的热通量。 
根据式（3），且 s

jV 和 i
jV 为 0，则能量守恒方程

的局部形式如下： 
w w

w w w is s w w i i ( )j j

j j

e V qe e e e
t t t x x

ρρ ρ ρ →∂ ∂∂ ∂ ∂
+ + + = Δ +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
。 

(13) 
土颗粒、未冻水、孔隙冰的比内能计算如下： 

s
s

w
w

i
i

 
 

 

e C T
e C T
e C T

■=
|

= ■
|= ■

，

，

，

                (14) 

式中， sC ， wC ， iC 分别为土颗粒、未冻水、孔隙冰

的质量比热容。体积比热容与质量比热容的关系和冻

结土体平均热容如下： 
vs s s

vw w w

vi i i

v vs vw vi
m u i

 
 

 
(1 )  

C C
C C
C C
C n C C C

ρ

ρ

ρ

θ θ

■=
|

= |
■

= |
|= - + + ■

，

，

，

，

 (15) 

式中， vsC ， vwC ， viC 分别为土颗粒、未冻水、孔隙

冰的体积比热容。 
水相变成冰产生的相变热 w ie →Δ 定义如下： 

i
w i fe H

t
θ

→

∂
Δ =

∂
                (16) 

式中， fH 为单位体积相变热。 
未冻结孔隙水的热传导作用遵守傅里叶定律，因

此 wq 定义如下： 
w Tq

x
λ ∂=
∂

  ，              (17) 

式中，λ为土体的热传导系数（J/m3）。 

热传导系数依据各相的体积分数计算如下： 
s w i

s u iλ λ θ λ θ λ θ= + +   。       (18) 
将式（14）～（18）代入式（13），能量守恒方

程如下： 
w

v vw i
m f

( )j

j j j

TvT TC C H
t x t x x

θ
λ
■ ■∂ ∂∂ ∂ ∂

+ = + | || |∂ ∂ ∂ ∂ ∂■ ■
。(19) 

3.4  静力平衡方程 

对于非饱和膨胀土的平均体积单元，在域 Ωt 内，

各相间满足力矩平衡： 
s w i

s w i
s w i

d d dd d d
d d d

t t t

j t j t j tV V V
t t tΩ Ω Ω

ρ Ω ρ Ω ρ Ω
■ ■ ■ ■ ■ ■

+ +| | | | | || | | | | |
■ ■ ■ ■ ■ ■
∫ ∫ ∫  

t   ( , )d ( , , )d
t t

j j j j jf x t T x t n a
Ω Ω

ρ Ω
∂

= +∫ ∫   ，   (20) 

式中，fj 为体力密度，Tj 为面力密度。 
根据式（3）可知： 

j j
j k

k

V V
a V

t x

α α
α α∂ ∂
= +

∂ ∂
  ，         (21) 

式中， jaα 为α 相的加速度。 
根据四面体引理和 Cauchy 应力张量，面力密度

Tj 为 
( , , )j j j ij jT x t n nσ=   ，         (22) 

根据式（21）和式（22），式（20）即 
s w i

s w i( )d
t

j j j ta a a
Ω

ρ ρ ρ Ω+ +∫  

           ( , )d d
t t

j j t ij jf x t n a
Ω Ω

ρ Ω σ
∂

= +∫ ∫   。    (23) 

根据散度定理，由式（23）得到静力平衡方程的

局部形式如下： 
s w i

s w( , )ij
j j j j i j

j

f x t a a a
x
σ

ρ ρ ρ ρ
∂

+ = + +
∂

 。 (24) 

不考虑土颗粒、未冻水、孔隙冰的惯性力作用，

式（24）可写为 

0ij
j

j

f
x
σ

ρ
∂

+ =
∂

  。           (25) 

对于一维重力作用下的冻结非饱和膨胀土的静力

平衡问题，式（25）可简化为 

i
d ( , , ) 0
d

n
z
σ γ θ θ- =   ，        (26) 

式中，σ 为土体的总应力， γ 为土体的单位重度，按

照下式计算： 
s w i

i u i( , , ) (1 )n g n gγ θ θ ρ ρ θ ρ θ ρ■ ■= = - + +■ ■  。 (27) 
根据非饱和土 Bishop 有效应力原理[14]，得到非饱

和膨胀土总应力、有效应力、基质吸力的关系如下： 
hσ σ χ'= -   ，             (28) 
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式中，σ 为总应力，σ '为有效应力，h 为孔隙水压力

水头，χ为孔隙水压力作用的面积分数。 
在小应变范围下，采用 Yin 等[12]提出的非饱和土

有效应力–应变关系： 
sf ed dEσ χ ε' = -   ，           (29) 

式中，Esf为考虑了负温影响的压缩模量。 
非饱和膨胀土土体结构的应变–位移方程如下： 

0=
1

z
z

n nu
z n

ε
-∂

=
∂ -

  ，           (30) 

式中， zε 为 z 方向的土体总应变，uz 为土体在 z 方向

的位移。 
在 z 方向上，膨胀土的总应变 zε 由加卸载引起的

土骨架弹性应变 eε ，冻胀、融沉引起的应变 FTε ，黏

土矿物吸水膨胀、失水胀缩引起的应变 εswelling/shrinkage

三部分组成： 
e FT swelling/shrinkaged d d dzε ε ε ε= + +   。  (31) 

冻胀融沉引起的应变 εFT 定义如下： 
FT i u( )nε θ θ= - -   。           (32) 

根据 Briaud 实用模型[15]，计算黏土矿物吸水膨

胀、失水胀缩引起的应变 εswelling/shrinkage，定义如下： 
u 0

swelling/shrinkage
w w s

w 0

0 0

 

/( / ) 
( / ) / ( / ) 

wf f
E E

E w V V
f H H V V

θ θ
ε

ρ
-Δ ■= = |

|
■= Δ Δ |
|= Δ Δ ■

，

，

，

    (33) 

式中  θ0 为初始体积含水率；ΔH 为 t 时刻土样的高度

变化量，ΔV 为 t 时刻土样的体积变化量，Δw 为含水

率的变化量，f 为收缩比，Ew为收缩－膨胀模量。 
根据式（27）～（33），得到静力平衡方程如下： 

( )0 u 0
sf i u

w s

( ) ( )
1
n nh E T n f

z n z z E
θ θ

χ θ θ
ρ

■ ■■ ■- -∂ ∂ ∂■ ■- - - + -| || || |∂ - ∂ ∂■ ■| |■ ■■ ■
[ ] s w i

u i

( )
(1 )

h h
n g

z
χ

ρ θ ρ θ ρ
∂

■ ■= + - + +■ ■∂
  。 (34) 

对于地表非饱和膨胀土而言，当无上覆荷载作用

时，式（34）右侧由吸力和重度改变引起的非线性弹

性变形量与膨胀土冻胀变形量和黏土矿物膨胀量相比

很小，可根据模型处理的具体问题予以忽略。因此，

式（34）可整理为如下简单形式： 

[ ] u 0
i u

w s

( )z n f
E
θ θ

ε θ θ
ρ
-

= - - +   。    (35) 

3.5  冻结非饱和膨胀土中的未冻水与孔隙冰 

上述模型中以孔隙水压力水头 h、温度 T 为因变

量，控制方程中剩余的另两个未知变量未冻体积含水

率 θu、体积含冰率 θi 需进一步定义，以使得方程体系

封闭。Miller[16]认为在非饱和冻土的土体孔隙中同时

存在气–水界面、冰–水界面、气–冰界面，且 3 种

界面间保持平衡状态，界面形状遵从 Kelvin 方程，界

面交汇处保持表面张力平衡状态，气水界面张力 δaw

和冰水界面张力 δiw 的比例关系在无黏性土情况下为

δaw∶δiw=2.2∶1，在黏性土中为 1。冻结非饱和膨胀土

中的这两种界面张力比例与黏性土类似，因此可考虑

用非饱和土土水特征曲线中的土水势去替代冰水界面

的冰水势。与此同时，Caicedo[17]通过物理模型试验研

究发现，基于 Clausius–Clapeyron 方程得到的未冻孔

隙水压力与其饱和度间的函数关系符合 Gardner 土水

特征曲线的基本形式。这进一步证明了采用土水特征

曲线方程描述非饱和冻土中未冻水含率的可行性。本

文采用 van Genuchten 土水特征曲线模型[18]，对式（11）
左侧第 1 项做如下变换： 

u u h
t h t
θ θ∂ ∂ ∂

=
∂ ∂ ∂

   

1/ 1 1/
s r VG VG      ( ) ( 1)

1
m m mm h

m t
αθ θ Θ Θ+ - ∂■ ■= - -| |- ∂■ ■

 。 (36) 

对于 θi 的补充方程，本文基于非饱和膨胀土孔隙

冰的结晶动力学方程予以计算，定义如下： 
u r( ) ( )i Tθ α θ θ= · -   。         (37) 

式中， ( )Tα 为相对结晶度，定义如下[19]： 

0

2 2
( / ) ( / )0( ) 1 exp e e

n

E RT E RTRTA RTT
n E E

α
β

- -
■ ■■ ■■ ■| |≈ - - · -| |■ ■| |

| |■ ■| |■ ■■ ■
。

    (38) 
式中，A 为指前因子，β 为降温速率，E 为活化能，R
为普适气体常数，T 为热力学温度，T0 为结晶发生的

起始温度，n 为 Avrami 指数。 

4  求解方法与方程离散 
4.1  非耦合计算方法 

非饱和膨胀土水–热–变形模型的耦合度高，变

量 h，T，θu，θi 等对各物理场均有影响，为降低模型

计算复杂度，宜采用非耦合算法。对于相变项 f /iH tθ∂ ∂

多采用固相法或等效热容法进行处理，这类方法在仅

处理温度场问题，或者较为简单的水热耦合问题时具

有较好的适用性。Hromadka 等[20]研究表明当考虑冻

融土的水热耦合迁移问题时，等效热容法中显热容参

数会受到一定约束，在接近冻结点 Tf 的一定温度范围

内不易收敛，模型收敛所需的时间步长非常小，将大

大降低耦合模型的计算效率。 
本文基于 FROSTB 模型框架，编写了名为

FH_ex_Model的一维非饱和膨胀土水–热–变形耦合

冻胀模型有限差分计算程序，沿袭了 FROSTB 模型的

非耦合计算方法思路，并针对膨胀土的冻胀特性进行

必要的修正，具体步骤如下。 
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（1）对于水分场和温度场控制方程，在不考虑孔

隙冰项 /i tθ∂ ∂ 的情况下进行求解，水分场、温度场控

制方程均为抛物线型偏微分方程，抽象为 

1 2 3( )U UD D D U
t x x x

∂ ∂ ∂ ∂■ ■= +| |∂ ∂ ∂ ∂■ ■
  。  (39) 

系数和变量汇总于表 3。 
表 3 水热控制方程系数和变量 

Table 3 Coefficients and variables of hydraulic and thermal  

control equations 
系数 U D1 D2 D3 

水分场 h u

h
θ∂
∂

 HI K·  0 

温度场 T v
mC  λ  vw wC v-

根据计算域内孔隙压力和温度在 t 时刻的值 ht和

Tt，确定 D1，D2，D3 在 t 时刻的数值，进而分别计算

水分场和温度场控制方程，得到 t+Δt 时刻的值 ht+Δt

和 Tt+Δt。注意，此时计算得到的 ht+Δt 和 Tt+Δt 未考虑相

变项的影响。 
（2）进行相变计算，修正温度场。首先将当前温

度 Tt+Δt 与冻结点 Tf
t 进行比较，若小于冻结温度，则

已发生冻结，需根据 Δt 时间步内计算的两个热量 ΔQ1

和 ΔQ2 进行冻结程度的判断。热量 ΔQ1 和 ΔQ2 的计算

方法如下： 
( )

1 f

f
2 u r

w

( ) 

( ) ( ) 

tv t t t
m

tt t

Q C T T
HQ Tα θ θ
ρ

+Δ

+Δ

■Δ = -
|
■

Δ = · - |
■

，

，
     (40) 

式中，Cm
v(t)为 t 时刻土体的总热容， u

tθ 为 t 时刻土体

的未冻体积含水率， rθ 为残余含水率，也是冻结土体

中难以被冻结的那部分体积含水率。 
若 ΔQ1＞ΔQ2，说明在判断已冻结的情况下，内

能变化已大于孔隙水相变引起的最大相变热，因此按

照下式对温度进行修正： 

1 2
modify f ( )

m

tt t
v t

Q QT T
C

+Δ Δ - Δ
= -   ，     (41) 

式中， modify
t tT +Δ 为 t+Δt 时刻土体温度

t tT +Δ
的修正值。 

若 ΔQ1＜ΔQ2，说明土体单元已发生冻结但还处

于相变发生阶段，FROSTB 模型中将处于这一温度范

围内的单元温度统一定义为冻结点，本文中则考虑为
t tT +Δ

时刻的节点温度。 
（3）考虑相变项对水分场的影响，进行水分场修

正。根据 ht+Δt 对应的体积含水率 θt+Δt，按下式修正： 

( )1 2
u(modify) u

f

min ,t tt t Q Q
H

θ θ
+Δ+Δ Δ Δ

= -   ，   (42) 

式中， u(modify)
t tθ +Δ 为 t 时刻土体未冻体积含水率 θt+Δt的修

正值。 

（4）基于一种两阶段分析模型[21-22]，计算非饱和

膨胀土的变形场。根据修正后的 u(modify)
t tθ +Δ 和式（37）计

算得到的 θi
t+Δt，根据式（35）计算冻胀应变与膨胀应

变的大小，具体如下： 

( ) u(modify) 0
i 0 u(modify)

w s

t t
t t t t t t
z n f

E
θ θ

ε θ θ
ρ

+Δ
+Δ +Δ +Δ -

■ ■= - - +■ ■  。 (43) 

在非饱和土冻胀计算中，需考虑起始冻胀的判别

条件。Guymon 等[23]假定当冻结孔隙水的体积含量超

过 90%的孔隙率时冻胀发生，且冻胀变形量等于冻结

土体单元中分凝冰量的总和，Dirksen 等[24]和 Taylor
等[25]在其研究中采用 85%这一阈值。本模型中，这一

变量可根据试验与计算结果的比较进行调整，默认值

为 0.85。 
4.2  空间域和和时间域离散 

采用 C-N 隐式有限差分格式，式（39）离散如下： 
1

1

1 1 1
1 1 1 1

1 2

( )

2
2 2 2

j j
i i

j j j j j j
i i i i i i

D U U

U U U U U Ur D

+

+ + +
+ + - -

-

■ ■■ ■ ■ ■ ■ ■+ + +
= - + +| || | | | | |

| |■ ■ ■ ■ ■ ■■ ■

   

1 1 1
1 +1 1 1

2 3 
2 2

j j j j
i i i iU U U Ur D
+ + +
+ - -

■ ■■ ■ ■ ■+ +
-| || | | |

| |■ ■ ■ ■■ ■
  ，    (44) 

式中， 2
1 /( )r t z= Δ Δ ， 2 2r t z= Δ Δ ，D1，D2，D3 需根据

j 时刻不同空间位置节点处的水分场 h 和温度场 T 数

值进行计算。 
1 1 1

1 1 1 2 3 1 1

1 1 1 2 3 1 1

1 1 1 2 1 2 3 1

2 1 1 2

3 1 1 2 1 2 3 1

1 1 1 2

( ) ( ) +( )
 ( ) ( ) ( )  

( ) ( ) ( )  

( ) 2( ) 2 ( )  

( ) ( ) ( )  

( ) ( )

j j j j j j
i i i i i i

j j j j j j
i i i i i i

j j j
i i i

j j j
i i i

j j j
i i i

j
i

E U E U E U
F U F U F U

E r D r D

E D r D

E r D r D

F r D

+ + +
- - + +

- - + +

- - -

+ + +

-

+

= + +

■ ■= - -■ ■
= +

■ ■= - +■ ■
=

，

，

，

，

1 2 3 1

2 1 1 2

3 1 1 2 1 2 3 1

( )  
( ) 2( ) 2 ( )  
( ) ( ) ( )  

j j
i i

j j j
i i i
j j j
i i i

r D
F D r D
F r D r D

- -

+ + +

■
|
|
|
|
|
|
■
|
|

- |
|= - |
|= + ■

，

，

。

  (45) 

式中，i 为空间坐标节点，i=2, 3, 4,…, N-1 为计算域

内的坐标节点，i=1 和 N 为边界处的坐标节点，j 为时

间坐标节点。 
式（45）所示方程体系的矩阵形式如下： 

1j j j+ = +AU BU b   ，        (46) 
其中， 

2 2 3 3

1 2 2 3 3 4

1 3 2 2 3 1

1 2 2 1

( ) ( ) 0 0
( ) ( ) ( )

0 0 0 0
( ) ( ) ( )

0 0 ( ) ( )

j j

j j j

j j j
N N N

j j
N N

E E
E E E

E E E
E E

- - -

- -

■ ■
| |
| |
| |=
| |
| |
| |■ ■

…
⋮ ⋮

⋱
⋮ ⋮

…

，A  
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2 2 3 3

1 2 2 3 3 4

1 3 2 2 3 1

1 2 2 1
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0 0 0 0
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1
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0
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0
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N N
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  (47) 
由 Crank-Nicolson 差分格式得到的离散方程是隐

式的，需对全场联立求解。本文中针对一维问题，采

用高斯消去法进行求解。给定模型的初始值和边界条

件即可，包括土体上下边界的孔隙水压力、温度，以

及计算域内的初始孔隙水压力和初始温度。 

5  算    例 
根据试验工况 E1 建立验证模型。上边界温度为

-5℃，下边界温度为 1.8℃。假定初始温度在试样断面

内分布均匀，均为 1.8℃。由于土体表面在试验开始时

迅速冻结，可认为上孔隙水压力边界处的流量为 0，而

下孔隙水压力边界处于饱和状态，其吸力值h取为0 cm。

试样的初始体积含水率为 0.2961，上覆荷载为 0 kPa。
图 9 所示是差分网格，共有 11 个空间网格点，其中 Δt
取值为 0.05 h，Δz 取值为 1.0 cm。模型物理参数见表 4。 

 
图 9 一维有限差分计算模型的时空网格点 

Fig. 9 Spatial and temporal grid points of one-dimensional finite  

difference model 

针对该非饱和膨胀土水–热–变形耦合冻胀模型

的试算表明，水分、温度、变形物理场的计算结果对

初始含水率 θ0、饱和渗透系数 Ks 的敏感性较大。水分

场计算结果的准确性对节点温度、孔隙含冰率、冻胀

和膨胀变形计算结果的准确性影响很大，也直接影响

着模型的收敛性。图 10 是工况 E1 膨胀土冻结后试样

断面总质量含水率计算值和试验值的比较（冻胀时间

90 h）。计算结果表明，稳定冻结阶段的总含水率与

试验结果基本一致。 

 

图 10 延吉膨胀土试样断面总质量含水率 

Fig. 10 Total mass water contents of Yanji expansive soil sample  

profile 
图 11 是非饱和膨胀土冻胀和膨胀变形的解耦，通

过数值计算方法，在总变形量基本一致的情况下，反

演出膨胀土中冻胀分量、膨胀分量随冻胀发展的变化

情况。由图可知，当膨胀土初始含水率仅为 21%的较

小情况时，冻结开始后前 4.25 h 内，试样以膨胀量为

主，累计达到 6.09 mm（图中 A 点），主要来源于未冻

结区。由于采用 Brauid 模型对膨胀量进行预测，其结

果比实际值偏大。而冻胀变形量几乎为 0.0 mm，这是

因为孔隙水虽已发生冻结，但由于土体处于非饱和状

态，孔隙冰的累积量尚未达到起始冻胀条件。在 7.5 h
以后，膨胀量几乎不发生变化，而冻胀量开始逐步累

积（图中 B 点），这表明在开放系统下，未冻结区域

内膨胀土的饱和度已达到较高水平。以 65 h 时刻的变

形量为例，此时的冻胀分量为 3.9 mm，占总变形量

39%左右，而膨胀分量的比例则高达 61%。因此，实

际工程场地中，初冻期冻结作用引起的膨胀变形量对

总体变形量的贡献需予以重视，并且膨胀土场地冻深

以下区域引起的变形量不容忽视。 

表 4 膨胀土冻胀数值计算的物理参数 

Table 4 Physical parameters of frost heave of expansive clay 
ρs 

/(g·cm-3) 
ρw 

/(g·cm-3) 
ρi 

/(g·cm-3) 
λs 

/(cal·cm·h·°C-1) 
λw 

/(cal·cm·h·°C-1)
λi

/(cal·cm·h·°C-1)
Cvs

/(cal·cm·h·°C-1)
Cvw

/(cal·cm3·°C-1) 
Cvi 

/(cal·cm3·°C-1) 
Lf 

/(cal·g-1) a 

2.63 1 0.917 13.26 4.82 19.26 0.1 1 0.55 80 7.598
m n θr θs Ks/(cm·h-1) n0 Tf/℃ A E/(kJ·mol-1) n G/(m·s-2)

3.016 0.2542 0.247 0.495 0.3 0.495 -0.8 1.21012 59.0 3.0 9.8 
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图 11 延吉膨胀土冻胀和膨胀变形的解耦 

Fig. 11 Decoupled frost heave and swelling deformation of Yanji  

expansive soil 

6  结    论 
本文针对季冻区膨胀土的冻胀变形机制问题，开

展了非饱和膨胀土水–热–变形耦合冻胀模型研究工

作，得到以下 4 点结论。 
（1）通过非饱和膨胀土冻胀特性试验证明了膨

胀土吸水膨胀特性对其冻胀特性影响的存在性。 
（2）提出了考虑相变动力区的非饱和膨胀土冻

结－胀缩牵连机制。 
（3）建立并验证了非饱和膨胀土水–热–变形

耦合冻胀模型 FH_ex_Model，解耦出非饱和膨胀土冻

胀过程中的冻胀变形分量和膨胀变形分量。 
（4）在实际工程中，初冻期引发的膨胀变形量在

总体变形量中占比较大，冻深以下区域引起的变形量

不容忽视。 
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