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有限单元方法自上世纪 50年代诞生后，伴随计算

数学与计算机科学的蓬勃发展，已成为工业界的首选数

值分析理论与方法。同时其数学完备，相对直观易理解，

计算框架扩展性与可靠性强，是工科本科生与研究生入

门数值计算的最佳选择。

另一方面，针对土木工程学生，传统的有限单元法往

往更强调结构单元的掌握与教学。例如梁、板、壳类型单

元的构造、特性与使用。然而，与建筑工程及桥梁工程不

同，在岩土与水利工程中，计算分析中时常会采用连续体

单元，即实体单元来模拟岩土体介质，并结合精细化建模

来研究工程问题。同时伴随计算机算力的提升，应用连续

体单元、考虑非线性过程同时结合多尺度方法，来解决大

规模复杂工程问题这一路径也得到了越来越多科研人员

的青睐。可以想象在接下来很长一段时期内，连续体单元

在工程与科研中会得到更为广泛的应用。

本文即针对如何开展、教授连续体的有限单元方法

展开具体的规划与讨论。关于课程的结构设计，我们参考

了面向对象的编程过程，从多个“关键知识点”出发，注重

“关键点”之间的链接与逻辑关系，尤其是可能存在的继

承关系。同时与其他课程例如数值计算与有限元[1]加以区

别和类比。在理论授课时深入浅出，以线弹性问题为主，

材料非线性问题为辅，几何非线性问题为参考；透彻一维

问题，主讲二维问题，选讲三维问题。另一方面，虽然本课

程题目是关于“连续体”，但是也会讨论有非连续，即裂缝

的情况，也会讨论一些特殊的计算方法与计算策略，如内

嵌不连续单元[2]及破裂单元法[3]构造。上机实践是本课程

教学的一大重点，本文认为应尽可能采用较为基础高效

的编程语言与计算软件，并以开源编译器与开源软件为

摘 要：连续体的有限单元法是一门筹建的岩土工程本科生及研究生课程，是引导学生掌握“通过程序编制有限元方法”
的方法，课程包含课堂理论教学与上机编程/软件操作部分，理论部分包括具体数学推导与操作演示，上机部分主要包括程序设
计、软件操作以及考试考察。在授课中需要循序渐进同时根据学生基础与学习能力等情况对课程内容进行微调。对于授课老师
的课程进度控制能力有一定的要求。课程的成功建设可以有效提升学生对于相关计算理论与方法的全局理解，并帮助他们掌
握基本的程序设计方法与设计流程，能够从头开始完成小型项目，对于今后的工作尤其是科研相关任务有一定辅助作用。
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图 3 算例中推荐采用的三维单元

主，虽然有一定的门槛，但是对于学生后期成长帮助极

大，也更适用于团队化协作编程，在当前国际形势下也

显得尤为重要。本文后续章节将对课程的具体路径、授

课内容与比例、上机操作与考试考察展开讨论。

一、课程路径

本文理论授课包含的关键点如图 1所示，图中实线

部分表明关键点间存在较强的逻辑关系，授课过程中不

宜忽略，而虚线指向的内容应了解概念，不作为主要授

课内容。部分授课关键点与其他课程可能有重叠，授课

老师应在第一节课时关注多课程的排课次序，避免授课

内容重复，而应基于递进关系更新授课计划，从而加深

学生理解与认识。

图 1 本文理论授课涉及的关键点

图 1 中部分较为基础的内容应重点阐述，例如

“实体单元”与“拉格朗日插值方法”以及“高斯积分

方法”的内在关联。作者经过多年教学认为，有限单

元法方法的基石可高度浓缩于两大方法：弱形式条件

∂F=0→∫|∂F-∂G|dx=0与形函数的引入 F（x）=∑iN（x）Fi。

前者理论性较强，应注重推导与表达，此处不再赘述。而

后者实践性较强，应结合案例教学。在一维情况下的案

例包括计算一个沿厚度方向的热传导问题，二维情况则

应分析平面弹性力学问题，侧重于分析采用不同单元条

件下计算结果的差异。实体单元虽然计算流程较复杂，

但其整个计算流程又极为重要，通过纸面计算几个案例

可大幅度强化学生对于方法的理解。作者此处建议可采

用较少的单元来计算较为基本的案例，例如年代较早的

教科书[4]提供了不少经典案例与习题，作者将文献[4]中

的一道习题进行扩展，作为案例示于图 2中。图 2所示

为一个一端固定，另一端受集中荷载或已知位移的深梁

结构，对于这个案例采用有限单元法进行计算时，考虑

3种情况：（1）剖分为 2个三角形常应变单元；（2）剖分

为 1个四边形双线性单元；（3）剖分为一个四边形二次

单元。通过计算情况（1）让学生初步了解连续体有限单

元法计算流程，并且考虑集中荷载或已知位移来研究边

界条件的施加；通过计算情况（2）来引入高斯积分，分析

高斯点的数量与对应位置、权重，以及其对结果的影响；

通过计算情况（3）来介绍高阶单元，与程序计算结果进

行对比，阐明高阶单元的适用性。另一方面，也可考虑采

用具有对称性的计算算例来进一步简化计算过程。

该案例还可以进一步扩展到三维情况，采用单

个三维六面体单元，考虑不同阶次，如图 3 的单元示

例。通过计算三维情况来分析平面应变问题与平面

应力问题分别对应的是哪种厚度方向的约束条件，

加深理解。

图 2 本文推荐的一个二维例题
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三、上机编程要点

上一章节对于课程的上机操作考虑了学习的循序

渐进，数值计算工具箱部分可以让学生了解各类子函

数、全局变量、结构体的书写格式与调用方法。同时掌握

“算法”的程序实现方法，而具体的有限元程序书写则能

够锻炼学生对于“工程”的设计与规划能力，即如何将具

体功能的子函数组装到模块，实现特定功能，然后将模

块再拼装，实现一个任务。

另一方面，如前所述，本文建议应尽可能采用高效

基本的编程工具，而非 Matlab一类的商业数值计算软

件。而事实上，一旦掌握了较为基础的编程工具后，也可

以大幅度降低学习 Matlab的难度。我们建议可选择面

向对象的 C++或者 Python，面向过程的 C或者 Fortran。

事实上，随着编程软件的发展，现在两种分类有一定模

当涉及材料非线性问题时，可退回至一维算例或

二维常应变单元的算例。考虑一个给定的应力-应变

（σ-ε）关系如理想弹塑性，结合加载时间步，通过隐式

（时间）积分，引入牛顿迭代方法，迭代前两步来观察收

敛性质。若学生基础较好，也可介绍径向返回算法

（return mapping）等高级方法来研究分析材料非线性问

题（建议一维）。通过显式（时间）积分，进一步介绍稳定

性条件以及动态松弛技术（由于动态松弛技术的适用

性与特殊性，本文未将动态松弛方法归类于数值计算

工具包）。

最后，当涉及非连续即裂缝的计算时，可阐述基于结

点富集的扩展有限元方法（XFEM）的处理方法或者基于

单元富集的破裂单元法。其中扩展有限元方法相对较为

复杂，可能需要耗费较多学时，以应用及上机操作为主，

破裂单元法则相对较为简单，由于有之前有限单元类型

的铺垫，授课时可将破裂单元法认为是一种构造类似 9

结点平面单元的特殊单元来展开，相关内容可参考文献[5]。

二、具体内容比例

建议总课时数约为 32学时，其中理论课课时 16学

时，上机课课时 16学时。若将课程作为本科生课程，建

议作为三年级（下）课程，作为研究生课程时，建议作为

硕士研究生课程。

理论课时分配：数值计算方法 1课时；有限单元方

法理论 1课时；实体单元理论与算例计算 4课时；材料

非线性理论与算例 6课时，其中隐式（时间）积分计算 3

课时，显式（时间）积分计算 3课时；扩展有限元 2课时；

破裂单元法 2课时。

本文重点阐述上机课程分配：（1）数值计算工具箱

4学时，包括插值函数（一维与二维）2学时，高斯积分计

算（一维与二维）1学时，牛顿迭代 1学时；（2）二维实体

有限单元法（建议采用 8结点二维等参单元）上机指导

编程 4学时，其中建模 1学时，单元设计 1学时，组装与

边界条件设置 1学时，求解器调用与计算获得结果 1学

时；（3）非线性分析 4学时，包括隐式时间积分 2学时，

显式时间积分 2学时；（4）破裂单元法 1学时；（5）其他

软件如 Abaqus，LS-Dyna，Ansys等演示操作 2学时；（6）

上机考试 1学时。

上机课程的具体内容流程：插值函数仅教授拉格朗

日插值，完成一维插值算例后，进阶二维三角形单元的

面积坐标插值，再完成四边形双线性插值函数构造，同

时引入等参单元，获得 N、▽N以及雅可比矩阵的表达。

然后可以较为自然地进入高斯积分环节，再转而二维实

体有限单元法，完成线弹性问题分析后进入非线性分

析，顺序教授牛顿迭代与隐式积分，然后与显式积分作

对比，最后过渡到非连续问题与破裂单元法，上机部分

的授课流程如图 4所示。

图 4 上机操作内容授课流程
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糊性，两类编程语言也在互相借鉴。目前实体有限元程

序有大量开源代码供学习，如 Calculix，Opensees，但是

大部分起点较高，直接对源代码进行理解存在一定难

度。无论采用面向对象还是面向过程编程语言，作者认

为实体有限元程序中存在诸多“要素”，我们将主要“要

素”列于图 5中。

其中的几何部分，与建模程序的几何部分有一定

相似性，但又有所不同。我们进行了简单的展开，每个

要素可以根据不同情况进行进一步扩展，其所包含的

信息、函数、数据方法在不同条件下也存在差异，其他

部分也可作类似展开。对于学生的考查可侧重于对相

关功能的要素归类，或者子功能的具体实现。对于一些

较为复杂的“黑箱式”功能，例如大规模线性方程组求

解，可通过熟悉开源代码的输入和输出格式，直接书写

API接口取用，这样可以锻炼学生对于既有代码的调

用能力。

本课程的考试建议以上机操作为主，可设置多类必

须通过编程来求解的选择题与计算题，要求学生必须通

过现场书写代码，调试，运行后获得结果答题。例如提供

结点位移求解某个单元某个高斯点的应变值，提供材料

信息计算某个单元的刚度矩阵，提供裂缝法方向求解破

裂单元的整体刚度矩阵等。

四、结论与展望

CAE即计算机辅助工程分析、设计、优化，是一种

新时代下的国之重器，各国对于 CAE核心技术都极为

重视。而 CAE技术的自主研发离不开优秀 CAE开发

人员的发掘与培养，这是典型的工程-软件设计交叉学

科。本文对于连续体的有限单元法课程理论与上机课

程进行了设计与探讨，对于授课内容、逻辑结构、课时

分配、上机编程进行了规划。相信本课程的顺利建设对

于培养中国制造 2025 背景下的优秀工程人才有一定

的推动作用。
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图 5 实体有限元程序设计中的一些要点与功能
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