
 

基于 POD-Galerkin降维方法的热毛细对流分岔
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摘要　作为流动与传热相互耦合的非线性过程, 热毛细对流有着复杂的转捩过程, 探究流场和温度场随参数变

化而发生的分岔现象, 是热毛细对流研究的一个重要课题. 基于本征正交分解的 POD-Galerkin降维方法可以通

过提取特征模态, 构建低维模型, 实现流场的快速计算. 数值分岔方法可以通过求解含参数动力系统的分岔方

程, 直接计算稳定解和分岔点. 探究了将直接数值模拟方法、POD-Galerkin降维方法、数值分岔方法的优势结

合, 以提高热毛细对流转捩过程分析效率的可行性. 利用直接数值模拟得到的流场和温度场数据, 构建了不同

体积比下, 二维有限长液层热毛细对流的 POD-Galerkin低维模型, 在低维模型上采用数值积分及数值分岔方法

计算了分岔点, 得到了低维方程的分岔图. 在一定参数范围内, 在低维模型上模拟热毛细对流, 对雷诺数和体积

比进行参数外推, 通过与直接数值模拟的结果对比, 验证了低维模型的准确性与鲁棒性. 说明了低维方程可以

定性反映原高维系统的流动特性, 而定量方面, 由低维模型和直接数值模拟计算得到的周期解频率的相对误差

大约为 5%. 验证了利用 POD-Galerkin降维方法研究热毛细对流的可行性.
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Abstract     Thermocapillary convection is driven by surface tension gradient caused by temperature gradient. The flow
is subject to nonlinear interactions between convection and heat transfer, so it has complex transition behaviors. It is
significant to investigate the flow bifurcation phenomenon as parameters in the governing equations change. The POD-
Galerkin reduced-order method is a fast fluid computational method, based on proper orthogonal decomposition and
Galerkin projection. The numerical bifurcation method finds the parameter values at which bifurcation exists by
computing the asymptotic flow states and bifurcation points directly. In order to tackle flow transition problems in a more
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efficient way, a combination of direct numerical simulation, POD-Galerkin reduced-order method and numerical
bifurcation method is applied to investigate the transition behavior of thermocapillary convection in a liquid layer. The
POD reduced-order model of thermocapillary convection in a 2D cavity under different volume ratios is established and
its bifurcation diagram is obtained by numerical bifurcation method. The validity of such a model for Reynolds numbers
and volume ratios that are different from those for which the model is derived is studied and the possibility of modelling
thermocapillary flow in a simple geometry over a range of flow parameters is assessed. Compared with the results
obtained by direct numerical simulation, the accuracy and robustness of the low-order model are verified. The results
show that the reduced-order model reflects qualitatively similar flow characteristics to the original high-order system, and
quantitively, the relative error of frequency of periodic solution of the reduced-order model to that obtained by the direct
numerical simulation is around 5%. Hence, the feasibility of the POD-Galerkin reduced-order method on thermocapillary
convection is confirmed.

Key words    proper orthogonal decomposition, reduced-order model, bifurcation, transition, thermocapillary convection

 

引 言

热毛细对流是由温度梯度导致的界面张力梯度

驱动的对流, 是空间自然对流的基本形式. 作为一个

流动与传热耦合的复杂非线性过程, 随着驱动力的

增加, 热毛细对流会由稳定的层流, 经历各种各样的

分岔, 发展为混沌流. 热毛细对流的转捩过程受几何

形状、热边界条件和物性参数等多种因素的影

响[1-2]. 以往的实验[3] 及数值模拟中研究了各种工况

下的热毛细对流, 对临界[4–6] 及超临界转捩过程得到

了丰富的结果, 确认了热流体波的振荡形式[7], 发现

了倍周期分岔, 准周期分岔, 切分岔等转捩途径[8–10].
然而, 大多数的数值模拟研究采用直接数值模拟的

方法, 需要在不同参数下进行大量数据计算, 不但难

以获得完整的分岔图, 而且效率不高. 近年来, 基于

动力系统中的分岔理论[11], 发展出了一套数值分岔

方法[12], 通过求解分岔方程, 计算分岔点, 得到更为

完整的分支图, 此方法在流体力学的许多领域得到

了成功的运用[13–16]. 但是, 由于流动的控制方程是偏

微分方程组, 空间离散后化为维数极高的常微分方

程组, 这为准确及高效求解带来了困难. 为了解决这

一问题, 除了尝试发展适用于大规模计算的数值方

法, 还可以考虑对原方程进行降维, 在低维模型上进

行数值分岔的计算.
常见的基于流场特征提取的降维方法主要有本

征正交分解 (POD)和动力学模态分解方法[17](DMD).
POD 方法的本质是寻找高阶系统的一组正交基, 满
足原始流场在这组基上的方差最小, 这个优化问题

最终转化为矩阵的特征值和特征向量的求解[18], 其
中特征值反映各个模态的能量, 通常少数几阶模态

就占绝大部分能量, 将流场表示为上述主要模态的

线性组合, 从而实现降维. DMD 方法的本质是将流

动的演化看作线性过程, 假设前后时间步的流场相

差一个线性变换. 并通过快照矩阵估计变换矩阵的

特征值和特征向量, 构造反映流动特性的动力学模

态. 由于 DMD 方法对流动演化的过程进行分析, 得
到的模态是时空耦合的, 不需要额外建立方程就可

以估计流动随时间的发展[19].
与 DMD 方法相比, POD 方法无法计算流动的

演化过程, 要想得到低维方程, 需结合 Galerkin投影

法, 将原系统的解表示为特征模态的线性组合, 利用

POD 模态的正交性, 通过 Galerkin 投影将原偏微分

方程化为以组合系数为未知量的常微分方程, 上述

构造低维方程的方法一般被称为 POD-Galerkin 降

维法. POD-Galerkin 降维法的有效性在许多研究中

得到了验证: 文献 [20] 构建了二维矩形腔内浮力对

流的 POD降维模型, 研究了不同模态数对模型稳定

性的影响; 文献 [21]采取了混合不同参数下 DNS数

据的方法, 构建了三维圆柱绕流的 POD 低维模型;
Cai等[22] 研究了二维方腔内浮力对流的修正低维模

型, 并通过参数外推, 验证了模型的鲁棒性; 冯俞

楷[23] 等以优化 POD解的梯度为目标,从温度场的梯

度中提取出最优正交基, 结合 Galerkin投影法, 建立

了二维、常物性、非稳态导热微分方程的 POD-
Galerkin 降维模型; Jing 等[24] 利用三维方腔内浮力

对流的低维模型进行数值分岔的计算, 并与直接数

值模拟的结果做了对比.
值得注意的是, 大多数工作都是将 POD-Galer-

kin 降维方法用在比较典型的顶盖驱动流、圆柱绕
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流、浮力对流等模型中. 降维方法在热毛细对流中

的运用鲜见. 热毛细对流与上述流动的一个重要区

别在于边界条件是速度和温度强烈耦合 , 普适的

POD 降维方法可能不能直接应用. 本文工作采用直

接数值模拟方法, 获取二维有限长液层热毛细对流

的流场和温度场数据, 并利用 POD-Galerkin 降维法

构建低维模型, 通过数值积分和数值分岔的计算, 在
低维模型上研究流动的分岔特性, 并与直接数值模

拟的结果比较, 验证模型的准确性和鲁棒性. 目的是

建立适用于热毛细对流研究的, 由直接数值模拟、

POD-Galerkin降维和数值分岔三种方法优势结合的

分岔分析流程. 

1     数值计算方法
 

1.1    直接数值模拟

考虑如图 1 所示体积比 (Vr ) 分别为 0 .95 ,
1.00,1.05 的二维有限长液层中的热毛细对流, 其中

体积比定义为液层两端高度固定时, 实际充液体积

与界面平直时液体体积之比. 本文假设流体不可压,
忽略流动过程中界面形状的变化.

Ax Ay模型的无量纲参数为: 宽度   =3, 高度   =1, 普
朗特数 Pr = 4.4.

无量纲控制方程 (以体积比为 1.00的情况为例)
∇ ·V = 0 (1)

∂V
∂τ
+Re∇ · (VV) = ∇P+∇2V (2)

∂T
∂τ
+Re∇ · (TV) =

1
Pr
∇2T (3)

V = (u,v)其中,    , Re为雷诺数.
速度边界

u = v = 0, x = 0, x = Ax (4)

u = v = 0, y = 0 (5)

∂u
∂y
= −∂T

∂x
, y = 1 (6)

温度边界

T = 1, x = 0 (7)

T = 0, x = Ax (8)

∂T
∂y
= 0, y = 0, y = 1 (9)

界面位形通过求解杨-拉普拉斯方程得到, 采用

同位网格有限体积法, 利用贴体坐标变换, 在计算域

中离散方程, 对流项用二阶中心差分离散, 压力和速

度的耦合用 SIMPLE算法, 时间步长为 0.000 1. 

1.2    数值算法验证

采用非均匀网格, 网格分布按照如下公式[25]

z =
1
2
+

tanh
[
q
(
z̃− 1

2

)]
2tanh

(
1
2

q
) (10)

z̃其中, q为拉伸参数,    为均匀的网格点.
表 1 列举了 Vr = 1.00 时不同网格数下计算的
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图 1   有限长二维液层模型

Fig. 1    Limited liquid layer model
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临界雷诺数, 当网格数为 60 × 20 (非均匀 q = 2) 时,
临界 Re与文献 [26]中的误差在 1%左右, 所以在之

后的计算中采用的 x方向网格数为 60, y方向网格

数为 20, 参数 q = 2. 

1.3    POD-Galerkin降维法
 

1.3.1    本征正交分解

本征正交分解方法利用直接数值模拟或实验得

到的流场数据, 构造一组规范正交的特征模态, 以此

反映流动的相干结构. 各个特征模态的能量占比不

同，一般少数的几阶模态就包含了流场的大部分能

量, 可以反映出主要的流动特征. 具体分解过程如下[24]:
由直接数值模拟的数据计算某一时段内速度场

和温度场的时间平均量及扰动量

V (x, τ) =
−
V (x)+V′ (x, τ) (11)

T (x, τ) =
−
T (x)+T

′
(x, τ) (12)

利用扰动量构造快照矩阵

V∗ =
[
V′1 V′2 · · · V′N

]
(13)

T∗ =
[
T′1 T′2 · · · T′N

]
(14)

V′i = [u′(x1, τi), · · ·,u′(xM , τi),v′(x1, τi), · · ·,v′(xM , τi)]T

T′i = [T ′(x1, τi), · · · ,T ′(xM , τi)]T, i = 1,2, · · · ,N,
其中   ,

  N为采样

时间点的数量, M为离散后的网格节点数.
CV ,CT计算相关矩阵 

CV
mn =

1
N

(V′(x, τm),V′(x, τn)) (15)

CT
mn =

1
N

(T ′(x, τm),T ′(x, τn)) (16)

(a,b) =∫
Da (x) ·b (x)dx

其中 ,  m ,   n   =   1 , 2 , · · · ,  N ,  内积定义为  

 , D为物理空间, 当 a, b为向量时, 点乘

表示向量的点乘; 当 a, b为标量时, 点乘表示普通的乘法.
由于相关矩阵是实对称矩阵, 可以求出它的一

组规范正交的特征向量及对应特征值

CV Ai = λ
V
i Ai (17)

CT Bi = λ
T
i Bi (18)

Ai = (Ai1,Ai2, · · · ,AiN)T Bi = (Bi1,Bi2, · · · ,BiN)T,

i = 1,2, · · · ,N
其中 ,       ,    

 .
利用快照矩阵和特征向量构造特征模态

Φi (x) =
N∑

m=1

A
′
imV′(x, τm) (19)

Θi (x) =
N∑

m=1

B
′
imT ′(x, τm) (20)

其中

A
′
im =

Aim■■
λV

i N
N∑

m=1

A2
im

B
′
im =

Bim■■
λT

i N
N∑

m=1

B2
im

i, m = 1,2, · · · ,N

事实上, 这样得到的特征模态在前面定义的内

积意义下, 也是规范正交的. 

1.3.2    Galerkin投影法

Galerkin 投影法是将解用一组规范正交的基函

数线性表示, 代入控制方程, 再将方程投影到基函数

上, 得到线性组合系数的常微分方程组. 当取基函数

为 POD特征模态, 就是 POD-Galerkin降维方法, 以
本文所用模型为例, 具体流程如下.

由原方程推出扰动方程

∇ ·V′ = 0 (21)

∂V′

∂τ
+Re∇ ·

(
V
′
V
′)
+Re∇ ·

(
V
′ −

V
)
+

Re∇ ·
( −
V V

′
)
+Re∇ ·

( −
V
−
V
)
=

∇P
′
+∇2V

′
+∇

−
P +∇2 −V (22)

表 1   直接数值模拟算法验证

Table 1    Verification of DNS method

Vr = 1.00 Recri_1 errrel_1/% Recri_2 errrel_2/%

45×15 (uniform) 1930 1.03 4350 13.35

60×20 (non-uniform q = 1) 1975 1.28 4600 8.37

60×20 (non-uniform q = 2) 1925 1.28 5050 0.60

benchmark 1950 — 5020 —
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∂T
′

∂τ
+Re∇ ·

(
T
′
V
′)
+Re∇ ·

(
T
′ −

V
)
+Re∇ ·

(−
T V

′
)
+

Re∇ ·
(−
T
−
V
)
=

1
Pr
∇2T

′
+

1
Pr
∇2 −T (23)

将扰动量表示为特征模态的线性组合, 代入扰

动方程

V′(x, τ) =
MV∑
i=1

ai(τ)Φi (24)

T ′(x, τ) =
MT∑
i=1

bi(τ)Θi (25)

MV ,MT其中,     分别为截取的速度和温度的 POD 模

态数.

τ

将扰动方程投影到各个模态上, 由正交性, 可得

以模态系数为因变量, 时间   为自变量的常微分方程

组, 由于特征模态自然满足不可压缩条件, 所以这里

不考虑连续性方程. 此外, 压力梯度项在模态上的投

影可化为(
∇P,Φ j

)
=

∫
D
∇P ·Φ jdx =

∫
Γ

P
(
n ·Φ j

)
dΓ−

∫
D

P
(
∇ ·Φ j

)
dx (26)

由于特征模态在积分区域内满足连续性方程,
故式 (26) 第二个等号右端第二项等于 0, 而由于固

壁边界条件为无滑移, 无穿透, 自由面随时间不变化,
速度特征模态在各边界的法向分量均为 0, 故式 (26)
第二个等号右端第一项也等于 0. 所以, 压力梯度项

的投影为 0, 从而(
∂V′

∂τ
,Φ j

)
=

(
Re

[
−∇ ·

(
V
′
V
′)−∇ · (V′ −V)

−

∇ ·
( −
V V

′
)
−∇ ·

( −
V
−
V
)]
+∇2V

′
+∇2 −V,Φ j

)
(27)(

∂T
′

∂τ
,Θ j

)
=

(
Re

[
−∇ ·

(
T
′
V
′)−∇ · (T ′ −V)

−

∇ ·
(−
T V

′
)
−∇ ·

(−
T
−
V
)]
+

1
Pr
∇2T

′
+

1
Pr
∇2 −T ,Θ j

)
(28)

dai

dt
= fi

(
a1,a2, · · · ,aMV

)
(29)

dbi

dt
= gi

(
a1,a2, · · · ,aMV ,b1,b2, · · · ,bMT

)
(30)

此时, 方程组的维数等于截取的模态数, 由此完成了

对原高维方程的降维, 可以很容易地求解这个低维

方程, 得到模态系数, 重构出流场, 这样就实现了流

场的快速求解. 

1.3.3    修正的 POD降维模型

POD 方法通过截取前几阶特征模态实现降维,
忽略了通常起耗散作用的高阶模态, 由这样构造出

的低维方程求得的解往往不稳定, 随着时间的增长,
误差会逐渐累积. 所以, 为了提高 POD 降维模型的

长期预测能力, 需要对模型进行修正, 常用的修正方

法有内在稳定性方法[27], 谱黏性方法[28], 涡黏性耗散

模型[29] 等, 这里采用内在稳定性方法[27,30].
设原精确方程的动力系统和 POD 降维系统分

别为

da (t)
dt
= G (a (t)) (31)

db (t)
dt
= F (b (t)) (32)

a (t) b (t) ε (t)

ε (t) =
a (t)− b (t)

h

记精确解   和 POD降维解   的误差为   :

  , 这里 h为快照时间间隔.

在原系统中加入修正项, 得到修正系统

db (t)
dt
= F (b (t))+ε (t) (33)

ε (t)具体实现中, 需要把    投影到模态系数向量

上, 将其表示为

εk(t j) = αk +

M∑
i=1

βkibi(t j) (34)

αk =

N∑
i=1

εk(ti)

N

(35)

βki =

<
ε′k, bi

>
<bi, bi>

(36)

这里

ε′k = [εk(t1)−αk, · · · , εk(tN)−αk]
bi = [bi(t1), · · · ,bi(tN)]

<·, ·>其中, M为模态数, N为快照数,    表示向量的点乘.
最后得到修正的 POD降维方程

db
dt
= F (b)+α+βb (37)
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其中

b = (b1,b2, · · · ,bM)T

α = (α1,α2, · · · ,αM)T

β = (βki)M
k,i=1

 

1.3.4    速度场和温度场的耦合处理

需要指出的是, 本文中的热毛细对流是速度场

和温度场互相耦合的过程, 因此需要对上述一般方

法做一定修改:
首先, 速度和温度的相关矩阵不作为独立的矩

阵处理, 而是将两个矩阵相加, 对求和后的相关矩阵

取特征向量和特征值

Cmn =CV
mn+CT

mn (38)

其次, 速度和温度的特征模态的公式仍如前文

所述, 但是将速度和温度表示成特征模态的线性组

合时, 设它们的截断模态数 (M)和组合系数均相同

V′(x, τ) =
M∑

i=1

bi(τ)Φi (39)

T ′(x, τ) =
M∑

i=1

bi(τ)Θi (40)

这样处理是考虑到自由面上的边界条件由速度

和温度耦合表示, 其各特征模态在构造低维方程时

也要相对应, 才能保证满足边界条件. 

1.4    数值分岔算法

du
dt
= F(u, p)对于一个含参数 p的动力系统    , 可

以通过数值求解分支解和分岔点来研究系统的解随

参数变化的分岔特性.
平衡点满足方程

F (u, p) = 0 (41)

一般用牛顿迭代法求解.
周期解满足方程 (其中 T为待求的周期)

du
dt
= F (u, p) (42)

u (0) = u (T ) (43)

添加一个相位的条件, 可将其视为两点边值问

题求解.

平衡点和周期解分支可由参数延续法 (continu-
ation method) 得到, 各类分岔点可通过对应的方程

确定, 详见文献 [13-14]. 

2     计算结果
 

2.1    直接数值模拟结果

利用直接数值模拟, 在不同 Re下, 计算了各体

积比模型中的热毛细对流. 随着 Re的增加, 流动经

历了稳态到振荡再到稳态的发展过程, 得到了 Rec1,
Rec2 两个临界 Re, 如表 2所示
  

表 2   各体积比下的临界雷诺数

Table 2    Critical Reynolds number under different volume
ratios

Vr Rec1 Rec2

0.95 2450 7250

1.00 1925 5050

1.05 1650 3550
  

2.2    POD降维模型计算结果
 

2.2.1    构造修正的降维模型

以 Vr = 1.00 为例, 对 Re = 3500 提取振荡稳定

后, 无量纲时间间隔为 0.01 的 201 个速度场和温度

场快照, 进行了本征正交分解, 对特征值按从大到小

排序, 并计算前 n个模态的特征值之和占所有模态

特征值之和的百分比, 得到的能量占比随模态数的

变化如表 3所示.
随着模态个数的增加, 能量占比逐渐接近 1, 前

12 阶模态的能量占比已超过 99.99%, 故取前 12 阶

模态构造 Re = 3500时的低维方程, 取初值为第一个

快照的模态系数, 对低维方程数值积分, 得到模态系
 
表 3   不同模态数 (n)下的能量占比 (Re = 3500, Vr = 1.00)

Table 3    The accumulative energy contribution of the first n
POD eigenmodes (Re = 3500, Vr = 1.00)

n Energy/%

4 99.176 66

6 99.897 63

8 99.987 58

10 99.997 04

12 99.998 93

14 99.999 56
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数随时间的变化, 并将其与原始快照数据直接在模

态上投影得到的系数作对比.
如图 2(a), 未做修正时, 随着时间的推进, 低维

模型得到的第一模态系数振荡的振幅和频率与 DNS
数据的误差逐渐增加. 而用内在稳定性方法修正后

的低维模型, 同样取初值为第一个快照的模态系数,
进行数值积分, 计算的结果与直接数值模拟的结果

几乎没有差别 (图 2(b)).
下面利用修正低维模型进行参数外推, 计算其

他 Re数 (Re = 3400, 3300, 3200, 3100)下的解, 并与

DNS计算结果对比 (图 3).
可以看到, 当 Re 数在 3500 附近时, 低维模型

与 DNS 的结果比较吻合, 当 Re数逐渐远离 3500,
低维模型得到的振荡的振幅和频率与 DNS 结果的

误差逐渐变大. 所以, 上述方法构建的低维模型在一

定参数范围内可以反映原系统的定性和定量特点.
为了实现更大范围的参数外推, 考虑扩大选取

的快照数据的参数范围 ,  即分别取 Re  =  2000 ,
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图 2   DNS与低维模型得到的第一模态系数的时间序列对比

Fig. 2    The comparison of time evolution of first eigenmode coefficient
obtained by DNS and low-order model
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图 3   液层中心点温度振荡时间序列对比

Fig. 3    The comparison of time evolution of the monitor point at the
center of the liquid layer
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3500, 5000下的 201个流场和温度场数据, 无量纲时

间间隔为 0.01, 拼接成更大的快照矩阵 (共 603 列),

对拼接后的快照矩阵取特征模态, 构建低维方程, 这

样可以让特征模态包含更大参数范围内的流动特

性. 简便起见, 后文中将这一组合的情况记为 Re =

2000, 3500, 5000.

在此情况下, 前 20 阶模态的能量占比已超过

99.99%, 故取模态数为 20, 对低维方程分别取 Re =

2500, 3000, 4000, 4500进行计算, 结果如图 4和表 4.

Re = 2500, 3000 时, 由低维方程计算出的温度

振幅略小于 DNS 得到的温度振幅, 而当 Re = 4000,

4500 时 ,  由低维方程计算出的温度振幅略大于
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图 4   不同 Re数下由 DNS和低维模型计算出的液层中心点温度振荡时间序列、频谱的对比 (Vr = 1.00)

Fig. 4    The comparison of time evolution and frequency spectrum of temperature oscillation at the center of the liquid layer obtained by DNS and
low-order model for various Re (Vr = 1.00)
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DNS 得到的温度振幅. 在上述四个 Re处, 由低维方

程计算出的振荡频率与 DNS 得到的振荡频率有相

似的分布, 频率相对误差均在 5% 左右, 说明低维方

程可以很好地反映原系统的主要振荡特征. 注意到,
Re = 4500时, 振荡频率的相对误差超过了 5%, 并且

低维方程得到的频谱图中最高峰对应的频率与

DNS相差较大. 事实上, 由表 4还可以发现, 当 Re =
3000, 4000 时, 频率误差较小, 而当 Re接近 Rec1 和
Rec2 两个临界值时, 误差增大. 这个现象可能是因为

快照矩阵是 Re = 2000, 3500, 5000 下数据的拼接,
Re = 3500时的振幅大于 Re = 2000, Re = 5000的, 而
特征模态是根据能量排序, 这就导致 Re = 3500的流

动在特征模态中占主导, 从而在 Re = 3500 附近, 低
维方程的预测效果更好. 上述分析表明, 取快照矩阵

为多个参数下数据的组合, 可以扩大低维模型参数

外推的范围. 

2.2.2    在低维模型上计算分岔

POD-Galerkin 方法降低了原系统的维数, 显著

减少了数值分岔方法的计算量. 对于 Vr = 0.95, 1.00,
1.05 三个模型, 分别构建了 POD 低维方程, 其中模

态数取为使得前 n阶模态能量占比大于 99.99% 的

最小 n, 并利用低维方程进行数值分岔的计算, 得到

如图 5所示的分岔图, 分支的起点均为 Re = 1000下
的平衡点, 其中 H 表示 Hopf 分岔, 黑色为平衡点分

支曲线, 红色为周期解分支曲线, 实线表示稳定解,
虚线表示不稳定解, 纵坐标定义为

norm =
√

b2
1+b2

2+ · · ·+b2
M

bi(i = 1,2, · · · ,M)其中   为模态系数. 周期解的 norm取

为一个周期内 norm的时间平均.
对 Vr = 0.95, 分别取 Re = 2500, 4500, 6500 下

的 201个 DNS得到的速度场和温度场数据, 组合成

快照矩阵 (603 列), 模态数为 24. 对 Vr = 1.00, 分别

取 Re = 2000, 3500, 5000下的 201个 DNS得到的速

 
表 4   低维方程得到的温度振荡频率与 DNS结果对比

(Vr = 1.00)

Table 4    The comparison of temperature oscillation frequency
obtained by DNS and low-order model

Re fT_POD FT_DNS Error/%

2500 3.009 6 2.872 8 4.761 9

3000 6.415 1 6.226 4 3.030 6

4000 7.297 0 7.399 8 1.389 2

4500 3.905 3 4.142 0 5.714 6
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图 5   各体积比下低维方程的分岔图

Fig. 5    Bifurcation diagram of reduced-order model under different
volume ratios
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度场和温度场数据, 组合成快照矩阵, 模态数为 20.
对 Vr = 1.05, 分别取 Re = 1800, 2500, 3500 下的

201 个 DNS 得到的速度场和温度场数据, 组合成快

照矩阵, 模态数为 20.
低维模型的霍普夫分岔点, 即为起振的临界值,

与 DNS得到的临界值对比见表 5.
为了验证低维方程所求周期解的准确性, 以 Vr =

1.00 为例, 将不同 Re下周期解的频率与 DNS 的结

果进行对比 (表 6), 可以看到, 低维方程上计算得到

的周期解频率与 DNS的结果十分接近.

利用低维方程计算出的分岔图, 在分支计算和

分岔类型上, 与原系统一致, 临界 Re的误差在 15%
左右, 周期解分支的频率与原系统振荡解的频率较

为吻合, 说明低维模型可以在一定程度上反映原系

统解随参数变化的转捩过程. 更重要的是, 由于流动

的控制方程是偏微分方程, 离散后的维数通常极高,
这使得在原系统上进行数值分岔的计算十分困难,
而利用低维模型计算分岔, 在牺牲一定精度的前提

下, 极大地提高了计算效率, 低维方程的分岔图可以

为确定流动的转捩形式提供初步的指导.
  

表 5   利用低维方程与 DNS计算的临界 Re对比

Table 5    The comparison of the critical Reynolds number obtained by DNS and reduced-order model

Method
Vr = 0.95 Vr = 1.00 Vr = 1.05

Rec1 Rec2 Rec1 Rec2 Rec1 Rec2

POD 2020 6520 1620 5020 1420 3420

DNS 2450 7250 1925 5050 1650 3550

error/% 17.55 10.07 15.84 0.59 13.94 3.66

  
表 6   低维方程周期解频率与 DNS结果对比 (Vr = 1.00)

Table 6    The comparison of the frequency of the periodic solution obtained by DNS and reduced-order model (Vr = 1.00)

ReDNS fDNS RePOD fPOD

2000 2.593 7 2004 2.654 6

2500 2.872 8 2504 3.010 2

3000 3.023 3 3004 3.187 8

3500 3.325 9 3504 3.379 5

4000 3.751 6 4004 3.631 1

4500 4.161 1 4504 3.892 6

5000 4.470 6 5004 4.140 8

 
 

2.2.3    对体积比参数外推

体积比是液池热毛细对流分岔过程的一个重要

临界参数, 下面考虑利用 POD 低维方程, 对体积比

参数 Vr外推.
用 Vr = 1.00时 Re = 2000, 3500, 5000情况下的

特征模态, 作为 Vr = 0.95,1.05 的特征模态, 对 Vr =
0.95, 1.05 分别构建低维方程, 发现在一定的体积比

和 Re范围内, 低维方程有较好的外推能力, 基本反

映了流动的主要特征 (图 6~图 7).
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3     结 论

作为流动与传热耦合的非线性过程, 热毛细对

流有复杂的转捩过程 . 本文尝试通过直接数值模

拟、POD 降维、数值分岔方法相结合的手段, 高效

分析热毛细对流的转捩. 本文构建了贴体坐标系下

热毛细对流的 POD-Galerkin 低维修正模型, 将低维

方程的计算结果与直接数值模拟的结果进行对比,
得出以下结论.

(1) POD-Galerkin 降维方法可以极大地减少所

研究系统的维数, 流体力学的控制方程是一组偏微

分方程, 理论上是无穷维的, 用传统的数值方法离散

后, 维数通常也非常大, 对于本文中二维的矩形液层,
网格数为 1200, 有四个未知量 u, v, p, T, 如果耦合起

来求解, 维数为 4800, 通过 POD-Galerkin降维方法,
截取大约 20 个主要模态, 将速度与温度耦合考虑,
最后需要求解的常微分方程的维数约为 20.

(2) 对于热毛细对流这一速度和温度耦合的模

型, POD-Galerkin降维方法构建出的低维方程, 可以

反映原系统的流动特性. 进一步地, 利用内在稳定性

修正方法对模型进行修正, 可以提高模型的准确性;
用不同参数下的直接数值模拟数据拼接成快照矩阵

的混合方法可以提高低维方程参数外推的鲁棒性.
对于贴体坐标系下的几何参数, 低维方程也在一定

参数范围内有外推能力, 可以对不同物理域内的流

动进行快速计算.
(3) 数值分岔方法应用于低维方程, 可以得到与

原系统相似的分岔行为, 计算出的周期解振荡频率

与 DNS 计算出的振荡频率相对误差在 5% 以内, 说
明了在低维模型上用数值分岔方法来分析原系统流

动转捩过程的可行性.
后续可能的改进及进一步工作如下:
(1) 本文中的低维模型从定量角度仍有较大误

差, 鲁棒性也仍有提高空间;
(2) 本文只是二维液层模型, 后续还可以推广为

拥有更复杂几何形状, 更丰富转捩过程的三维模型;
(3) 本文所分析工况的转捩过程较为简单, POD-

Galerkin方法是否可以还原更复杂的转捩过程, 准确

计算转捩点, 得到跨越转捩点前后流动的变化特性,
仍有待探究.
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