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分形凹角蜂窝结构声子晶体振动带隙特性
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摘要:凹角结构具有优良的减振降噪特性,可以有效衰减结构振动响应,蜂窝结构具有优良的力学特性并已经较为普

遍地被应用到工程之中,因此凹角蜂窝的复合结构引起了学者们的关注。 本文通过对内凹蜂窝结构分形设计,构建

了一种新型声子晶体模型。 基于有限元方法对分形凹角蜂窝结构进行分析,计算能带结构以及振动传输特性,分析

结构的负泊松比特性以及结构分形对振动带隙的影响。 通过改变壁厚和内凹角度等参数,以及在分形结构顶点处填

充钢材,可以更好地对某些频段振动产生抑制。 结果表明:分形结构仍具有负泊松比特性,分形结构在二阶结构产生

的带隙更宽,壁厚和凹角角度的增加会导致结构振动带隙向高频区域转移,填充钢材会使带隙变宽。
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Abstract:The concave corner structure has excellent vibration and noise reduction characteristics to effectively attenuate the
structural vibration response, honeycomb structure with excellent mechanical properties has been more commonly used in
engineering, so the composite structure of concave corner honeycomb has attracted the attention of scholars. A novel phononic
crystal model was created using the inner concave honeycomb structure’s fractal design. Based on the finite element method,
the fractal concave angle honeycomb structure was analyzed to calculate the energy band structure and vibration transmission
characteristics, as well as to examine the negative Poisson ratio characteristics of the structure and the effect of the structural
fractal on the vibration band gap. By varying parameters such as wall thickness and the angle of the inner concavity, filling the
steel at the apex of the fractal structure can provide better suppression of certain frequency bands of vibration. The results show
that the fractal structure still has negative Poisson ratio characteristics, the fractal structure produces a wider band gap in the
second-order structure, the increase in wall thickness and concave angle causes the structural vibration band gap to shift to the
high-frequency region, the filled steel causes the band gap to widen.
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0　 引　 　 言

声子晶体是一种具有弹性波禁带的周期性结构功能材料,周期性的布拉格散射或局域共振作用可以形
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成能带带隙。 其所具有的能带特性,可以禁止一定频率范围内的弹性波在声子晶体中传播[1]。 声子晶体的

带隙特征对减振降噪具有重要意义,国内外在声子晶体带隙方面的研究越来越多[2-8]:我国学者多以结构的

设计及其几何和拓扑优化研究为主,国外学者则更侧重于对带隙产生机理的分析和奇异特性的探索。 但是

因为局域共振的本征属性,只能在共振频率处实现对声波的控制,这就导致产生的频带较窄,在宽频声波控

制的应用中带来了困难。
蜂窝结构作为一种典型的复合结构,由于比强度高、抗冲击性好、减振等优点,被广泛应用于航空航天、

铁路车辆和建筑等工程领域[9-11]。 Gibson 等[12] 在传统蜂窝结构的基础上设计了内凹六边形蜂窝结构。 蜂

窝结构中凹角和旋转机构的存在导致负泊松比特性,在一些工程中的应用具有重要意义[13-15]。 对于内凹蜂

窝结构,学者们也进行了深入的研究:杨振宇等[16]将内凹六边形蜂窝结构与星型结构结合,与星型结构和内

凹六边形结构对比发现该结构吸能效果更好;Hu 等[17] 和 Hou 等[18] 分别对负泊松比蜂窝结构的结构参数

(胞壁角度、胞壁长度比)分析,负泊松比效应随胞壁夹角的增大和胞壁长度比的减小而增强;Tan 等[19]提出

了两种用正六边形子结构和等边三角形子结构代替凹入蜂窝的胞壁构建的凹入分层蜂窝,结果表明设计的

蜂窝结构具有更高的吸收能力。 这些国内外学者对负泊松比蜂窝结构的力学性能以及吸能性能进行了深入

的研究,但是对于蜂窝结构的带隙特性研究有所不足。
“分形”的概念提出后,学者们设计出很多具有优异力学和吸能特性的结构。 分形结构具有多尺度特

性,对声学超材料而言,多尺度结构能够拓宽工作频率,产生多条带隙;分形结构具有自相似性,不同阶的单

胞形状相似,设计简单。 本文针对上述声子晶体中存在的问题,引入了分形的内凹蜂窝结构来拓宽带隙的频

带以及降低带隙的频带位置。 通过对分形内凹蜂窝结构的优化设计,使得优化后的结构在小尺寸的情况下

仍具备优秀的带隙特性,提高结构低频、宽频声学特性,使其在减振隔振领域具有潜在的应用前景。

1　 声子晶体结构模型的建立

1. 1　 几何模型及材料参数

以普通的六边形内凹结构为初始几何设计,设计不同层次顺序的凹角蜂窝结构如图 1 所示。 由周期性

填充不同阶数的单元格构成的结构如图 1(a)、(c)、(e)所示。 图 1(b)所示定义一阶内凹蜂窝结构单胞,一
阶凹角蜂窝结构尺寸 L1 = 12 cm,L2 = 8 cm,L1 / L2 = 1. 5,内凹角度 θ = 63°,单胞壁厚 b = 0. 1 cm。 将凹角六边

形(见图 1(a))的 6 个顶点替换为较小的凹角六边形,其高宽比与图 1(a)相同(高和宽均为上一阶的五分之

一),构成了二阶层次晶格单元凹角单胞(见图 1(d))。 三阶凹角结构晶格单元采用相同的堆叠概念,用二

阶晶格单元代替更小的晶格单元的顶点(见图 1(f))。 通过保证不同的结构具有相同的质量,使得不同层次

的凹角结构保持整体密度不变,便于进行性质比较。 结构的散射体材料为空气,结构的基体材料参数如表 1
所示。

表 1　 基体材料参数

Table 1　 Parameters of basis material

Material Density / (kg·m - 3) Elastic modulus / GPa Poisson ratio

ABS 1 100 2. 2 0. 394

1. 2　 理论方法计算

周期晶格的单元格和布里渊区如图 2 所示。 在单位中,ei( i = 1,2)为基本格向量,可以用正交笛卡尔基

本向量和晶格常数表示为:
e1 = 3Li (1)
e2 = 2Li (2)

一般来说,倒格子的基矢定义如下:

ei·e∗
j = 2πδij

2π,　 i = j
0,　 　 i ≠ j{ (3)

式中:ei 表示基向量,e∗
j 表示倒晶格的基,下标 i 和 j 取整数值 1 和 2。
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图 1　 分形结构示意图

Fig. 1　 Schematic diagram of fractal structure

图 2　 布里渊区

Fig. 2　 Brillouin zone

倒格子中晶格点的坐标位置可以用倒格子矢量

G 表示,它是倒格子基向量的线性组合:
G = n1e1 + n2e2 (4)

式中:n1 和 n2是整数。
倒格子晶格向量可以表示为:

e∗
1 = 2π

3L,0( ) (5)

e∗
2 = 0,π

L( ) (6)

在二维空间中,通过沿基本单元格向量( e1,e2 )
移动单元格,可以构造周期结构,也可以得到基本晶

格的布里渊区,如图 2 所示,其中 Γ→X→M→Γ 为不可约布里渊区。
根据 Bloch 定理,与空间位置 r 相关的本征波场体积的部分 u(r)可以用空间平面波的形式表示:

u(r) = e - ik·rUk(r) (7)
式中:r 是位置向量,k 是第一个布里渊区的波向量,i 是虚单位,Uk(r)是本征波振幅。
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周期结构的边界位移可以通过 Bloch 边界条件来控制,因此存在:
u(r + R) = e - ik·ru(r) (8)

式中:R 为晶格的基向量。
将单胞划分网格,设置边界条件后,根据一般有限元程序确定形式函数,并建立单元内的刚度和质量矩

阵,得到单元的广义特征式,特征值方程可表示为:
(K - ω2M)u(v) = F (9)

式中:K 和 M 分别为单元刚度和质量矩阵;u(v)为广义节点位移;F 为力的向量。
利用公式(9)进行整个计算,可以将结构简化为一系列单元。 在 COMSOL 软件中,选择 x 方向和 y 方向

上的两条边作为源边界,为目标边界选择的两条边对应于源边界的两条边。 周期性单元相应边界处的周期

性条件表示为:
udestination = e - ik(rdestination-rsource)usource (10)

式中:u 为因变量的向量;向量 k 表示激励的空间周期性。
根据图 2 所示的第一个布里渊区,波矢量 k 沿路径 Γ→X→M→Γ 进行参数扫掠。 利用方程(9)和

(10),可以得到给定 k 的结构特征频率,根据方程(9)可以得到结构的本征频率。 因此,最终以波矢量 k 为

水平坐标、本征频率为纵坐标绘制色散曲线得到能带图,色散曲线之间的禁带为能带结构,色散分支上的本

征频率都对应该结构的模态形状。

2　 结果与讨论

2. 1　 不同阶数的泊松比分析

由于蜂窝结构具有负泊松比的特性,本文引入了分形结构,探究不同阶的凹角蜂窝结构是否同样产生负

泊松比特性以及数值上的变化。 泊松比定义为横向拉伸的应变与纵向应变的比值:

ν = -
εx

εy
(11)

式中:ν 为泊松比;εx 为横向拉伸应变;εy 为纵向收缩应变。
向内凹蜂窝结构施加水平方向的拉力,其纵向杆会同时向外移动,其原因是斜杆在受到拉力时,结构内

凹角展开,同时斜杆发生旋转,导致整体结构膨胀产生负泊松比效应。 大多数内凹结构在受拉时不可避免地

会发生斜杆的面内旋转,这是内凹系统具有负泊松比特性的主要原因[20]。
采用有限元软件 COMSOL 的固体力学模块对分形结构进行泊松比的仿真计算。 结构采用三维实体建

模,选择 ABS 材料,其属性如表 1 所示。
泊松比仿真参照单轴拉伸实验,对模型进行网格划分,并对结构进行网格收敛性分析。 结构左端固支,

右端施加指定位移。 通过有限元仿真结果显示,分形结构单元在拉伸之后,单元的纵向位移变大,产生明显

的拉胀效应,如图 3 所示。
各阶凹角结构的泊松比与高度比 h(整体凹角结构高度与顶点分形凹角结构高度比)的关系如图 4 所

示,默认一阶结构时高度比为 1。 一阶凹角蜂窝结构的泊松比为 - 1. 131,二阶和三阶结构随着高度比从 3
到 4 的变大过程中,泊松比明显下降,二阶结构最小泊松比为 - 1. 602,三阶结构最小为 - 1. 846,分别比一阶

凹角结构的泊松比降低了 41. 64%和 63. 22% 。 分形结构的泊松比数值在高度比等于 4 之后又有所增加,但
增长幅度不大,基本保持在 - 1. 5 上下。 由此可知,当结构高度比为 4 时可以得到最小的泊松比,且泊松比

为负值,凹角蜂窝的分形结构也具有负泊松比的特性。
2. 2　 分形阶数对蜂窝结构声子晶体带隙的影响

设计的内凹蜂窝结构不仅具有以上特性,还可以多尺度拓展频率,实现宽频带隙。 通过对分形凹角蜂窝

结构的声子晶体建模并利用 COMSOL 进行仿真,计算了其能带结构,研究了分形蜂窝结构的色散关系。
根据上述的材料属性和几何参数,将波矢 k 在布里渊区边界上取值(Γ、X 和 M)为扫频区域的 3 个顶

点,得到的带隙如图 5 所示,其中灰色阴影区域为计算频率范围内的带隙。
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图 3　 分形声子晶体位移云图

Fig. 3　 Fractal phononic crystal displacement contour

图 4　 分形声子晶体结构泊松比与高度比的关系

Fig. 4　 Relationship between Poisson ratio and
height ratio of fractal phononic crystal structure

一阶内凹蜂窝结构的带隙如图 5( a)所示。 从图中

可以看出,在 0 ~ 10 000 Hz 的范围内,总共产生了 2 个完

整的带隙,在低频处产生了 726 ~ 861 Hz 的带隙。 对于单

胞超材料,表明内凹蜂窝结构在低频区具有一定的弹性

波衰减特性;第 2 条带隙产生在 6 637 ~ 7 100 Hz。 当分

形为二阶结构时,产生的通带明显增多,带隙变宽,这体

现了分形结构的多尺度调节频带。 在二阶内凹结构中产

生了 8 条通带,说明该结构具有良好的弹性波衰减性能。
继续分形为三阶凹角结构时,通带所占比例为整个比例

的 43. 7% ,带隙产生的频率范围降低。 在 Γ→X 方向上

产生了三条较宽的方向带隙,其所占比例为整个比例的

18. 7%,这表明在 Γ→X 方向可以更好地实现宽频隔声。
随着分形阶数的增加,可以看出二阶分形结构产生的带隙

效果最好,在 3 000 ~9 000 Hz 的频率内几乎具有较好的全带隙特性。 凹角结构在 Γ→X 方向还具有较好的方

向带隙特性,随着分形阶数的增加其方向带隙所占比例也在逐渐增加。
为进一步分析禁带产生的机理,对分形结构不同阶数第一带隙高对称点进行分析,其振动模态如图 6 所

示。 图 6(a)、(b)为一阶结构第一带隙的模态,内凹结构的模态主要由结构的振动引起,振动产生一阶振动

模态。 由布拉格反射条件可知,当波长 λ = 2a / n 时,所对应频率的波反射最强,弹性波不能传播,进而产生

带隙。 基体大致保持静止,波的大部分能量还在晶体结构中,因此低频带隙得以打开;二阶结构由于左右两

侧的梁变短,梁发生二阶振动模态,出现了弯曲和扭转变形,产生带隙,弯扭耦合振动的带隙比单纯的弯曲振

动带隙频率范围更宽,带隙内衰减更大,如图 6(c)、(d)所示。 局域振动同时被激发,周期局域共振结构的

轴扭转振动可以产生低频局域共振带隙,此时的梁内部自身的局域共振模态会使波的能量消耗,抑制波的传

播。 在图 6(e)、(f)中,三阶结构如二阶结构一样,左右两侧的梁由于分形结构的增加进一步缩短,振动与行

波发生耦合,相邻单胞的振动方向不同,使得结构基本保持静止,声波被局域在结构中,带隙得以打开,使得
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波的能量消耗而无法通过,波传播时振动分别被局限在结构中。 由图中发现带隙起始点的模态几乎都是由

于梁的弯曲变形引起,而且在带隙产生的上下又会有许多相近的能带,这是由于这些频率附近模态表现为结

构内部梁的振动,在分形内凹结构内存在许多分形的梁,不同的梁之间相互组合产生了更多阶模态。

图 5　 分形声子晶体结构带隙

Fig. 5　 Band gap of fractal phononic crystal structure

2. 3　 结构几何参数对带隙的影响

由于带隙的产生取决于结构自身的振动特性以及结构中波的相互作用,而决定上述的特性关键在于

结构自身的几何参数,为了探究结构参数对带隙产生的影响,采用控制变量法来研究各个参数对带隙的

影响。
2. 3. 1　 结构壁厚对带隙的影响

选取二阶以及三阶的凹角蜂窝结构进行研究,考虑到实际应用的要求,壁厚也不应过小。 在其他条件保

持不变的情况下设置壁厚 b 分别为 0. 05 cm、0. 1 cm、0. 15 cm 和 0. 2 cm。 通过 COMSOL 软件仿真得到带隙

的变化如图 7 所示。
由图 7 可以看出,结构壁厚对完全带隙的影响较为明显。 随着壁厚的增加,产生的带隙数量基本不变,

均匀分布在整个频域里,带隙出现的范围逐渐向高频区域转移,带隙的起始频率和终止频率都出现一定程度

的上升。 在图 7(a)中,不同壁厚的凹角结构都产生了 6 条带隙,壁厚为 0. 05 cm 时,第一条带隙产生于

905 ~ 1 036 Hz,全部带隙所占比例大约为整个频率范围的 46. 2% 。 图中也可以发现不同厚度的薄壁在

6 500 ~ 8 000 Hz 的范围内都产生了较宽的带隙。 在壁厚为 0. 1 cm 时,二阶和三阶结构产生的第六带隙相

对降低。 因此,改变壁厚对于带隙整体的分布影响明显,中心频率有偏向高频范围的趋势,这是由于结构弯

曲刚度增大促使带隙宽度逐渐变宽。
2. 3. 2　 结构内凹角度对带隙的影响

在不改变结构其他因素的情况下,改变凹角蜂窝结构的内凹角度,二、三阶凹角结构内凹角度对结构带

隙的影响如图 8 所示。 考虑到结构的壁厚以及形状的影响,选取了 θ = 53°、58°、63°和 68°内凹角的结构进行

仿真分析。
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图 6　 分形声子晶体结构第一带隙上下边界模态振型图

Fig. 6　 Modal shape diagram of upper and lower boundary of the first gap of fractal phononic structure

图 7　 结构壁厚对带隙的影响

Fig. 7　 Influence of structure wall thickness on band gap

研究表明,在 10 000 Hz 的范围内,随着内凹夹角的增大,二阶凹角结构与三阶凹角结构产生带隙的频

率增加,带隙的上边界值和下边界值都有所增加。 在二阶蜂窝结构中,内凹夹角为 53°时,第一带隙为

752 ~ 792 Hz。 前三带隙都在 2 000 Hz 之内但宽度较小,第四、五、六带隙随着角度的增加宽度逐渐减小,整
体上结构在 4 000 ~ 8 000 Hz 的范围内覆盖率较高,最低达到了 75% 。 在三阶蜂窝结构中,产生的带隙条数
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明显增多,夹角为 53°的结构产生了 12 条带隙,但随着内凹夹角的增加带隙条数逐渐减少;内凹夹角为 53°
时,第一带隙为 750 ~ 822 Hz。 前二带隙在 2 000 Hz 之内,之后的带隙随着角度的增加频率依旧增加。 当需

要低频带隙时,可以增大结构内凹角度。 通过这一结果,可以针对不同的减振需求选择不同角度的声子晶

体。 在带隙覆盖方面,没有随着角度的改变发生较大的变化,内凹角度对蜂窝声子晶体禁带范围影响并不

明显。

图 8　 结构内凹角度对带隙的影响

Fig. 8　 Influence of structure inner concave angle on band gap

2. 4　 填充介质对带隙的影响

保证其他因素不变的情况下,在凹角蜂窝结构内部填充介质探究其对带隙的影响。 在凹角分形结构顶

点处添加钢材,如图 9 所示,填充物的材料参数如表 2 所示。 嵌入钢材的原因是钢材的横波速度大,相同的

结构产生的带隙范围更大,有利于带隙的研究。
由图 10 的对比可以发现,在分形顶点填充钢材,二阶结构填充钢材后在 2 000 ~ 5 000 Hz 内的 Γ→X 方

向产生了较宽的方向带隙,带隙在 6 000 ~ 9 000 Hz 内没有太多变化;三阶结构带隙有较为明显的变宽,主要

集中在高频 6 000 ~ 10 000 Hz,带隙的上边界向高频偏移,下边界向低频偏移。 二阶和三阶结构在填充钢材

后的带隙范围分别达到了 70. 5%和 68. 7% 。 与此同时,在添加钢材后,带隙的条数变多。

表 2　 填充材料参数

Table 2　 Parameters of filling material
Material Density / (kg·m-3) Elastic modulus / GPa Poisson ratio
Steel 7 800 210 0. 3

　 　 如图 11 所示,二阶结构在频率为 137 Hz 时不处在带隙范围内,二阶蜂窝结构发生整体结构变形;在
6 000 ~ 9 000 Hz,结构处于带隙区间时,二阶结构发生左右上下梁的变形,向四周衰减,并没有使其他结构产

生振动,从而突出带隙特性。
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图 9　 分形声子晶体填充钢材示意图

Fig. 9　 Schematic diagram of fractal phononic crystals filled steel

图 10　 分形结构填充介质对带隙的影响

Fig. 10　 Influence of filling media with fractal structure on band gap

图 11　 二阶分形结构填充钢材振型图

Fig. 11　 Vibration mode diagram of second-order fractal structure filled steel
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3　 结　 　 论

本文通过对一种分形凹角蜂窝结构进行分析,探究其在带隙特性方面的优良表现,同时使其在实际应用

上有更大的可行性。 运用 Bloch 定理与有限元法对带隙结构进行了数值模拟,得到如下结论:
(1)凹角蜂窝结构在进行分形后,所得到的分形结构仍然具有负泊松比的特性,并且随着高度比的增加

泊松比的数值先迅速降低然后缓慢增加,最后数值在 - 1. 5 上下浮动。
(2)通过对凹角结构进行分形设计与优化,由于分形结构的多尺度调节频带的原因,分形的阶数增加使

带隙的条数增加。 二阶凹角结构产生的带隙效果最好,带隙在 0 ~ 10 000 Hz 内的覆盖率最大,通过分形可

以针对高频宽带进行带隙范围的可调节化。
(3)通过调节结构几何参数、改变结构的壁厚以及角度发现:随着壁厚的增加,带隙的条数保持不变,整

体分布向高频区域转移;随着内凹角度的增加产生带隙的区域频率越来越大,内凹角度对蜂窝声子晶体整体

禁带范围影响并不明显。
(4)在分形结构顶点处填充钢材,第一带隙均有所降低,带隙宽度在 6 000 ~ 9 000 Hz 内拓宽明显,二阶

结构填充钢材后在 2 000 ~ 5 000 Hz 内的 Γ→X 方向产生了较宽的方向带隙。
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