
北京力学会第 28 届学术年会 

14 

 

微流体中颗粒动力学的高效并行模拟 

 

蒋玺恺 

（中国科学院力学研究所非线性力学国家重点实验室，北京市海淀区 100190） 

 
摘要  微流体中颗粒的运动在自然界和工程技术中有着广泛的应用，比如微生物、聚合物、

蛋白质等物质在生物体内的输运。微流动的雷诺数非常小，也被称为斯托克斯流。斯托克

斯流中颗粒间的水力相互作用是长程作用力，每对颗粒间的水力相互作用力随颗粒间距(r)

呈 1/r 衰减。对多颗粒系统，使用格林函数法直接计算所有颗粒间水力相互作用的计算量

与颗粒个数的二次方成正比。本文介绍一种数值方法，用于高效模拟斯托克斯流中颗粒的

定向和布朗运动。对于颗粒间的水力相互作用，本文使用类 Ewald 方法将其分解为局部和

全局两项分别计算。局部项采用格林函数法计算，全局项采用并行有限元方法计算。类

Ewald 方法中的 α 参数控制局部和全局两项的计算量，优化 α 可提高计算效率。颗粒布朗

运动的随机偏微分方程采用 Fixman中点格式进行时间推进，避免了对扩散张量求偏微分的

计算。颗粒的随机运动与流体的扩散张量通过涨落-耗散定理相关联，本文采用 Chebyshev

多项式近似方法来计算扩散张量的平方根，并用之计算颗粒的布朗位移。在计算

Chebyshev 多项式时，使用了并行求解器计算扩散张量的特征值。通过算例，验证了该算

法的可靠性，并研究了颗粒在多种微流系统中的输运问题。 

关键词：斯托克斯流 布朗运动 随机过程 类 Ewald 方法 有限元 并行计算 

 

一、引言 
 

颗粒在微流体中的定向和布朗运动在生物和化工等领域有非常重要的应用，其中

蕴含了丰富的输运现象和物理机理[1]。数值模拟作为一种重要的研究方法，可以从机理

上帮助理解含颗粒微流动中的流体力学现象。随着超级计算机的不断发展，数值模拟

所研究系统的规模逐渐增大。对于含颗粒微流动的数值模拟，其中所需要处理的颗粒

个数越来越多，并且颗粒和微流通道的几何形状通常为不规则。因此，亟需发展一套

高效模拟任意几何形状微流通道中任意几何形状颗粒运动的方法与并行计算平台。 

 

二、微流体中颗粒动力学的模拟 
 

2.1  微流体与颗粒的运动方程 

微流动的雷诺数非常小（Re << 1），假设为准静态的不可压缩流，忽略惯性项的影

响，流体的动量和质量守恒方程简化为[1] 

                           −∇𝑝 + 𝜇∇2𝒖 = −𝝆                        （1） 

                                ∇ ⋅ 𝒖 = 0                           （2）  

其中𝑝是压强，𝜇是流体的动力粘度，𝒖是流体的速度，𝝆是作用在流体上的力。由于斯

托克斯方程是线性方程，使用类 Ewald 方法[2]将颗粒作用在流体上的力分解为局部和全

局两项。局部项作用力导致的颗粒速度采用格林函数法求解，全局项作用力导致的颗

粒速度采用并行有限元方法求解[3]。颗粒的随机运动偏微分方程为 

                    𝑑𝑹 = [𝑼0 +𝑴 ⋅ 𝑭 +
𝜕

𝜕𝑹
⋅ 𝑫] 𝑑𝑡 + √2𝑩 ⋅ 𝑑𝑾               （3） 

其中是𝑹颗粒的位置，𝑼0是颗粒位置处流体的无扰动速度，𝑴是迁移率张量，𝑭是作用
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在颗粒上的外力，𝑫是扩散张量，𝑩满足𝑫 = 𝑩 ⋅ 𝑩𝑇，𝑑𝑾是满足高斯分布（均值为 0，

方差为𝑑𝑡）的随机向量。在公式（3）中，𝑴 ⋅ 𝑭是颗粒在外力作用下的运动速度，它考

虑了颗粒间的水力相互作用；对扩散张量的导数是漂移速度，它是由限域空间内与系

统构型相关的颗粒迁移率的不均一性所产生的，此为第一扩散项；最后一项是布朗位

移，此为第二扩散项。颗粒的运动方程（3）采用 Fixman 中点格式进行时间推进，此

方法避免了对扩散张量直接求偏导的计算[4]。 

2.2 数值实验

 

图1  三个颗粒运动所导致的流体流速数值解与解析解对比图  

使用以上算法，我们首先计算了三个颗粒在外力作用下运动所导致流体的 x方向流

速随空间的分布，三个颗粒上的外力大小相等，方向都指向 x正方向。图 1中的蓝色曲

线为全局解，红色曲线为局部解，全局解和局部解相加得到流体总流速（黑色曲线），

图 1中的黑色曲线表明数值解与解析解吻合良好。图 1中的插图是数值解的绝对误差随

空间位置的变化。 

 

图2  计算100个颗粒运动一个时间步的并行效率  

图 2 中的蓝色曲线展示了 100 个颗粒运动一个时间步所需计算时间随 CPU 个数的

变化，黑色曲线为理想状态下的情况。此算例中流体有限元离散的自由度约为 300万，

使用的 CPU 个数分别为 1、2、4、16、32、64、128、256、512，计算结果表明该方法

展现出良好的强可扩展性（strong scaling）。 
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图3  DNA分子在两平行平板间扩散的均方位移（a）和自扩散系数随回转半径的变化（b） 

我们计算了三种不同长度（21、42、84 微米）的 DNA 聚合物在两平行平板间做布

朗运动自扩散时的均方位移，图 3（a）表明数值模拟结果（实线）与实验数据（虚线）

吻合良好。还计算了三种不同长度 DNA 的面内自扩散系数随它们回转半径（radius of 

gyration）的变化，图 3（b）表明数值模拟结果（圆点）与聚合物的经典标度率（直线）

吻合良好。 

 

图4  DNA分子在十字交叉流中运动的计算域示意图和流速分布图  

我们还模拟了 DNA 分子在十字交叉流中的拉伸动力学。图 4 展示了有限元网格离

散后的计算域示意图和十字交叉流中的流速分布图。十字交叉通道的中心点为驻点，

该点处流体流速为零，通道壁面施加了无滑移边界条件，流体从通道横向的两端流入，

从纵向的两端流出，三个 DNA 分子在左侧的通道入口处释放。图 5 展示了 DNA 分子
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在十字交叉流中运动时其拉伸长度随时间和空间位置的变化规律。模拟结果表明，

DNA 分子越靠近中心驻点，其拉伸长度越长。 

 

图5  DNA分子在十字交叉流中运动时其拉伸长度随时间和空间位置的变化  

 

图6  不同大小的圆球与圆柱颗粒在矩形通道中的沉降  

对于颗粒的沉降，我们模拟了十个不同大小的圆球和圆柱颗粒在矩形微流通道中

的沉降。图 6 展示了不同时刻颗粒的位置与构型以及流体流速分布情况。模拟结果表

明，通道中心处的颗粒沉降速度最快，主要原因是通道中心颗粒的迁移率最大；近壁

面处的圆柱形颗粒在沉降过程中会呈现出翻滚的运动模式，这是由壁面附近颗粒迁移

率的不均一性所导致的。 



北京力学会第 28 届学术年会 

18 

 

 

图7  球腔内微流体中不同浓度圆球与圆柱颗粒的数密度随径向位置的变化  

我们还研究了球腔内微流体中颗粒的结构和扩散[5,6]。图 7 表明，当颗粒浓度较低

时，远离壁面处的颗粒为均匀分布；当颗粒浓度较高时，近壁面会形成颗粒的层状聚

集。在 Lennard-Jones 势能影响下颗粒无法接触壁面，最大数密度出现在 r=10.5 左右

（近壁面）。随着颗粒浓度升高，近壁面数密度显著提升。当圆球颗粒体积分数为 20%

时，由于球腔中心没有足够空间容纳颗粒，颗粒数密度会出现两个峰（层状分布）。如

果考虑点颗粒，颗粒仅受长程水动力学相互作用和排斥力作用，在浓度较高时也会形

成层状结构。 

 

图8  球腔内微流体中不同浓度圆柱颗粒的序参数随径向位置的变化  

为说明球腔内圆柱颗粒取向的有序性，我们借鉴液晶系统，定义了方向序参数λ =

1/2 ∙ 〈3 cos2 𝜃 − 1〉，其中𝑐𝑜𝑠𝜃 = 𝒎 ∙ 𝒏/(|𝒎||𝒏|)，𝒎是平行于圆柱中心线的向量，𝒏是

从球腔中心指向圆柱质心的向量。当λ =0 时，圆柱颗粒的取向为无序（各向同性的状

态）。图 8 展示了不同浓度下圆柱颗粒的方向序参数随径向位置的变化。我们发现，在

最靠近壁面处，圆柱颗粒有序排列，其中心线与壁面切向平行。在远离壁面处，当颗

粒的体积分数为 5%时，圆柱颗粒的取向为无序；当颗粒的体积分数为 10%时，在

4<r<11 区间内大部分圆柱颗粒为有序状态；当颗粒的体积分数为 15%时，在 2<r<11 区

间内大部分圆柱颗粒为有序状态。该结果表明，颗粒浓度越高，圆柱颗粒呈现出有序

性的区域越广。 
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图9  球腔内微流体中不同浓度圆球颗粒的短时扩散系数随径向位置的变化  

图 9 展示了圆球颗粒的径向和切向短时扩散系数。当颗粒的体积分数为 5%时，球

腔中心处的短时扩散系数约为无界情况的 60%。随着颗粒体积分数的增加，短时扩散

系数减小。壁面对颗粒径向扩散的影响大于切向扩散的影响：对体积分数为 10%的情

况，径向扩散系数在 r>7 时随径向位置的增加而显著减小，而切向扩散系数在 r>8 时显

著减小；从 r=7 到 r=11，径向扩散系数减小了约 0.2，而从 r=8 到 r=11，切向扩散系数

减小了约 0.12。当体积分数为 20%时，径向短时扩散系数存在一个极小值和极大值，

这与颗粒的层状聚集结构有关。 

 

图10  球腔内微流体中圆球与圆柱颗粒短时扩散系数的对比  

颗粒形状对其短时扩散系数也有一定的影响，图 10 比较了圆球和圆柱颗粒的短时

扩散系数。研究结果表明，在等体积的情况下，圆柱颗粒的短时扩散系数更小，这主

要由于圆柱颗粒破坏了空间对称性。对于圆球与圆柱颗粒，短时扩散系数随颗粒径向

位置的变化规律定性相同。随着颗粒与球腔的体积比减小，球腔内颗粒的短时扩散系

数更接近于颗粒在无界流体中的短时扩散系数。 
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图11  球腔内微流体中颗粒做布朗运动时均方位移随时间的变化  

最后，我们研究了不同浓度下颗粒的长时扩散，即颗粒的均方位移随时间的变化。

在无界流体中，均方位移随时间线性增长，而在球腔内微流体中，由于壁面的限域作

用，均方位移在一定时间后会达到稳定值，不会无限增长。图 11 中的结果表明，对于

圆球颗粒，当颗粒的体积分数升高至 15%和 20%时，在初始的正常扩散之后，会出现

亚扩散现象。插图展示了点颗粒的均方位移随时间的变化情况，在体积分数较高的情

况下，点颗粒并没有出现亚扩散现象。由于点颗粒模拟中只考虑了长程水动力学相互

作用和排斥力，因此圆球和圆柱颗粒的亚扩散现象源于颗粒间的短程水动力学相互作

用。另外，颗粒形状对长时扩散有一定的影响，圆球颗粒在体积分数为 15%时会出现

亚扩散现象，而圆柱颗粒在体积分数为 10%时就出现了亚扩散现象。
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三、结论 
 

本文系统地阐述了一种高效模拟微流体中颗粒动力学的方法。针对微流体中颗粒

运动的算例，将此方法的数值模拟结果与实验数据和解析解相对比，均获得了良好的

吻合。本文所构造的方法计算效率和并行效率良好，具有大规模模拟含颗粒微流动的

能力。我们针对多种不同的微流系统，使用该平台模拟了不同形状和大小颗粒的输运

现象，揭示了颗粒的运动规律及其中的物理机制。 
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