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摘要　缆索结构被广泛应用于电气、土木、海洋和航空工程等领域, 随着缆索在工程中的应用长度越来越长,

高阶振动越来越明显, 研究时应该考虑扰动沿着缆索的传播. 现有对缆索弹性波传播的研究中, 通常不考虑阻

尼项, 然而阻尼对于波的传播有着重要影响. 文章考虑阻尼的影响, 发展了包含阻尼项的三维弹性缆索运动方

程. 通过求解上述含阻尼项的运动方程, 分别考察了面内面外弹性波的频率关系、相速度和群速度等自由传播

特性, 进而通过计算无限长弹性缆索在初始余弦型脉冲作用下的位移响应, 分析扰动沿着该缆索的传播规律,

考察波的色散现象以及阻尼对于缆索弹性波传播的影响. 结果表明, 考虑阻尼后, 面内波和面外波均为色散波,

面内波在曲率的作用下, 为高度色散波. 此外, 在阻尼的影响下, 波的峰值在传播过程不断减小, 且波的后缘端

点响应总是高于前缘端点响应.
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Abstract     Cable structures are widely used in electrical, civil, marine and aviation engineering. As cable in engineering
longer and longer, the high-order vibration becomes more and more obvious. Accordingly, the disturbance propagation
should be considered in the study. In the existing research on the propagation of elastic waves in cables, the damping is
usually not considered. However, damping has an important influence on the propagation of waves. We developed the
motion equation of three-dimensional elastic cable by considering damping into equation. The free propagation
characteristics of in-plane and out-of-plane waves are discussed respectively by solving the equations of motion above,
including frequency relation, phase velocity, group velocity. And then, the wave propagation law of the cable is further
discussed by calculating the displacement response under the initial cosine pulse. Besides, we study the wave dispersion
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and the influence of damping on the propagation of elastic waves in cables. The results show that both in-plane and out-
plane waves are dispersive while damping is considered. In addition, the in-plane waves are highly dispersive with the
curvature considered. In addition, the crest of wave dissipates in wave propagation, and the response of trailing edge is
higher than the leading edge while damping is considered.

Key words    elastic wave in cable, wave dispersion, free vibration, damping, wave dissipation

 引言

缆索是一种轻质柔性的结构, 由于其具有传输

力、承载有效载荷和长距离传输信号的能力, 被广

泛应用于机械、民用、电气和航空航天等领域, 其
应用的多样性形成了不同的弹性缆索理论, 大致可

以将缆索分为小垂度的抛物型缆索和大垂度的悬链

型缆索. 对于小垂度缆索, 通过求解连续性方程, 并
通过抛物线近似简化分析, 可以得到缆索的固有频

率和模态振型的解析解. 而对于大垂度缆索, 通常采

用数值方法进行求解, 包括有限差分法[1-3]、有限单

元法[4-5]、集总参数技术和多体动力学方法等.
对于缆索的研究, 随着时间的推进不断完善, 其

发展通常伴随着实际的工程应用, 最初为不可拉伸

的弦模型, 而后发展为考虑小垂度[6] 的弹性缆索模

型, 这一模型已经适用于大多数工程中的缆索结构,
也有一些学者考虑几何非线性, 建立缆索模型[7-8].
在这些模型中大多将缆索考虑为没有弯曲刚度的柔

性体, 也有一些研究考虑缆索的弯曲刚度[9]. 广大的

研究者们已经针对缆索动力学开展了丰富的理论研

究, 也曾针对缆索动力学的相关问题整理专著[10] 和

综述[11-15].
弹性缆索的动力响应中具有许多值得研究的现

象, Rega[12] 在其综述文章中对于弹性悬索的动力响

应进行了总结. 然而已有的大多数文献多关注于缆

索的模态, 这对于低频振动的缆索是有效的, 随着缆

索在工程应用中的长度越来越长, 其高频振动越来

越明显, 尤其是在风致振动中, 缆索常常可能发生高

频振动[14], 根据实测, 缆索发生涡激振动常常可达到

几十阶[16-17], 此时研究其模态将变得低效, 应通过弹

性波法进行研究.
目前来说, 研究者们针对各类结构的弹性波问

题已经开展了广泛的研究, 但采用弹性波理论对弹

性缆索进行研究的文献较少. Baxy等[18] 研究层状周

期梁的轴向波和弯曲波的传播规律, 其结果可以用

于低频振动控制. Banerjee[19] 通过对欧拉−伯努利梁

和铁木辛柯梁进行无量纲分析, 研究周期性参数变

化引起的带隙位置和宽度的变化. Syam 等[20] 采用

弹性波理论, 利用相容方程和平衡条件, 对框架结构

进行了振动分析. Prasad 等[21] 研究弹性耦合伸缩元

梁中弯曲波的传播, 研究表明分布弹簧层的耦合系

数及耦合长度对于波的衰减起到关键作用. Perkin
等[22-24] 用哈密顿原理推导出无限长小垂度弹性悬垂

缆索的运动方程, 研究缆绳的自由传播规律, 结果显

示缆索的曲率耦合了横波和纵波的特性, 为非色散

波; 在此基础上, 进一步采用解析和数值方法, 分别

考察在频域和时域下, 强迫振动的简谐波在缆索上

的传播以及缆索运动响应, 结果显示缆索时域上的

位移响应和内部张力在通频带和止带有较大的差异[25].
吴承昊等[26] 对深海布放缆系统内弹性波的自由传

播特性进行分析, 计算过程中保留缆索曲率与其弧

长坐标的关系, 得到布放缆材料属性及缆绳内竖直

张力等参数对于缆绳自由传播频率特性的影响曲

线. Graff[27] 研究系泊缆和悬垂缆中的波传播, 并对

其进行理论计算, 其计算中考虑缆绳的质量和曲率,
值得注意的是, 在周期复合板的振动中, 阻尼能够增

加振动在禁带的衰减因子, 降低振动传递[28]. 然而在

缆索弹性波问题中, 尚未有考虑阻尼影响的相关研

究报导, 后文中所展示的本文研究结果也表明, 阻尼

对于缆索弹性波的传播也有着显著影响.
有鉴于此, 本研究考虑阻尼的影响, 发展含缆索

曲率的三维有阻尼弹性缆索运动方程, 通过求解此

方程, 研究缆索的频率关系、相速度和群速度等自

由传播波特性, 进而考察无限长缆索在初始脉冲作

用下的响应, 分析面内面外波的传播规律以及色散

现象, 并通过对比有无阻尼时的传播波, 考察阻尼对

于缆索弹性波传播的影响. 研究表明, 考虑阻尼后,
面内面外波均为色散波, 且面内纵波由于曲率的耦

合作用为高度色散波. 此外, 阻尼不但引起振动过程

波的峰值不断衰减, 而且使得波的后缘端点响应高

于前缘端点响应.
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 1     缆索数学模型

χe χd

Re(s) Rd(s)

u(s, t) = Rd(s, t)−
Re(s) u(s, t) = u1eτ+

u2en+u3eb eτ,en和eb

e1,e2和e3

对于长度较长、内部具有一定张力的小直径缆

索来说, 弯曲和扭转行为对于缆索影响较小 [17,29], 在
建模时可以将其考虑为只有轴向刚度的一维弹性连

续体[24], 图 1 表示悬索的平衡构型   和动力构型    .
在重力作用下, 悬索形成一个平面平衡曲线, 弧长坐

标为 s, 最大垂度为 D. 缆索同一材料点对应的平衡

位置矢量为    , 动力位置矢量为   . 将三维位

移定义在沿着缆索静平衡切向、法向和副法向所形

成的 Frenet 坐标系下, 可以表示为  

 , 该位移沿着各个方向解后表示为为 

 , 其中   分别为切向、法向和副法

向的单位矢量 . 图 1 中还定义了直角坐标系 xyz,
 为 x, y和 z方向对应的单位矢量.

  

en

eb

Rd

Re

eτ

u (s, t)

z, e3

x, e1

y, e2

χe

χd

 
χe χd

u = Rd −Re {eτ,en,eb}
图 1   缆索平衡构型图 (绿色虚线),    和动力构型图 (蓝色实线),    .

三维位移   , 以平衡时的 Frenet坐标系   为准

χe χd

u = Rd −Re

{eτ,en,eb}

Fig. 1    Configuration diagram for cable equilibrium (green dashed
curve),    , and dynamic configuration (blue solid curve),    . Three-

dimensional displacement,    , is referred to equilibrium Frenet
traid  

 

 1.1    运动方程

在所定义的 Frenet 坐标系下, 动态应变可以表

示为

εd = u1,s− κu2+
1
2

[(u1,s− κu2)2+ (u2,s+ κu1)2+u2
3,s] (1)

u1,s,u2,s和u3,s

κ

式中,    表示 3个位移沿着切向的位置导

数,    表示缆索静平衡时的曲率.
应变能为

ΠD
s = Π

E
s +

∫ s

0

(
Pεd +

1
2

EAεd
2
)
ds (2)

ΠD
s 和Π

E
s式中,     分别为缆索动态和静态应变能, P和

EA为缆索静平衡时的轴向张力和轴向刚度.
动能为

ΠD
k =

1
2
ρA

∫ s

0
VD ·VDds (3)

ρA VD =
d
dt

u(s, t)式中,    为缆索单位缆长的质量,    表示

每个材料点对应的速度.
本研究中考虑阻尼, 因此在推导时除了重力和

外力做的功, 还计入阻尼力做的功, 可以表示为

δW = ρg
∫ s

0
(l1δu1+ l2δu2)Ads−

∫ s

0
(µiu̇iδui)ds+

∫ s

0
Fiδuids

(4)

ρg

δui l1和l2 e2 = l1eτ+ l2en

µi和u̇i

Fi

式中第 1 项为重力做的功,     为单位缆长的重力,
 为各个方向的位移的变分,    满足   ,

第 2项对应于阻尼力做的功,    为各个方向的阻

尼系数及速度分量, 第 3项为外力做的功,    表示各

个方向所受到的外力.∫ T2

T1
δ(ΠD

k −Π
D
s )+δWdT = 0

u = u, s = u,tt = u,t = 0, εd = 0

由哈密顿原理    , 结合

静平衡条件   , 得到静平衡

Frenet 坐标系下的含曲率有阻尼三维弹性缆索非线

性运动方程为

切向[
(P+EAεd)

(
u1,s− κu2

)
+EAεd

)]
,s−

κ (P+EAεd)
(
u2,s+ κu1

)−µ1u̇1+F1 = ρAu1,tt (5)

法向[
(P+EAεd)

(
u2,s+ κu1

)]
,s+ κ

[
(P+EAεd)

(
u1,s− κu2

)
+

EAεd)]−µ2u̇2+F2 = ρAu2,tt (6)

副法向 [
(P+EAεd)u3,s

]
,s−µ3u̇3+F3 = ρAu3,tt (7)

u1,tt,u2,tt和u3,tt式中   表示各个方向的加速度.

 1.2    小垂度近似

P = P0, κ = ρAg/P

根据研究, 悬索和拉索在自重作用下通常为小

垂度索[30-31], 对于小垂度索来说, 平衡时缆索的曲率

和斜率都比较小, 在这种情况下可以对平衡时为悬

链型的缆索使用抛物线近似[23], 在小曲率下, 平衡方

程的解为    , 式中 P0 表示平衡时的

缆索水平张力. 在小垂度情况下, 可以忽略高阶项,
得到线性化后的三维运动方程 [23]

u1,tt = a1ε,s− κa4ψ−
µ1

ρA
u̇1+ f1 (8)
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u2,tt = a4ψ,s+ κa1ε−
µ2

ρA
u̇2+ f2 (9)

u3,tt = a4θ,s−
µ3

ρA
u̇3+ f3 (10)

ε = u1,s− κu2 εd

ψ = u2,s+ κu1, θ = u3,s,a1 = c2
t + c2

l , a4 = c2
t , f j =

F j

ρA
cl =

√
E/ρ ct =

√
P0/(ρA) =

√
g/κ

c2
t = P0/(ρA) = g/κ

式中,    为动态应变   忽略高阶项后的表达

式 ,       ,

其中   ,    分别为杆的纵

波波速和弦的横波波速. 注意到后面的波速与缆索

平衡曲率有关,      . 前两个方程 (8)
和 (9) 描述了缆索平衡面内的响应 ,  第 3 个方程

(10) 描述了缆索面外响应, 可以看到面内的两个方

向运动是相互耦合的, 而面外响应则与面内两个方

向解耦, 后文将分别求解面内和面外响应.

 2     缆索弹性波自由传播特性

 2.1    面外传播波

式 (10) 描述了缆索面外响应, 这一经典问题的

面外方程与张紧弦的面外方程相同, 其行波解在文

献中很容易得到, 但在研究缆索传播波特性的文献

中均不考虑结构阻尼的影响, 而本论文考虑了阻尼,
经过求解发现, 阻尼使得面外传播波发生色散.

u3 =Φ3(s, t) =

Φ̄3(s)e−iωt ω e−iωt

u3

从分解形式来求谐波 ,  假设  

 , 其中   为波的频率,    为缆索的响应在

时域上满足周期性条件, 将   代入式 (10) 并在空间

上做傅里叶变换得到(
ω2+ i

µ3

ρA
ω−γ2a4

)
Φ̄3(γ) = 0 (11)

γ Φ̄3(γ) Φ̄3(s)式中,    为波数,    表示   的傅里叶变换形式,
对式 (11)应用非零解条件得到

ω2+ i
µ3

ρA
ω−γ2a4 = 0 (12)

求解式 (12)可以得到沿着原点向正负方向传播

两组频率 (为了与面内波区分, 在下标中加入 out, 下
标中的 1, 2表示波的传播方向)

ωout1,2 =

−i µ3

ρA
±

√
4γ2a4−

(
µ3

ρA

)2

2
(13)

ωout1,2 =

±γ√a4

当阻尼为零时 ,  面外波的频率退化为  

 .

相速度为

cout = ω/γ =

−i µ3

ρA
±

√
4γ2a4−

(
µ3

ρA

)2

2γ
(14)

±√a4可以看到, 当阻尼为零时, 相速度退化为   , 此时

面外波的相速度与频率无关, 面外波为非色散波, 而

当阻尼不为零时, 面外波的相速度与频率相关, 面外

波为色散波.
群速度为

cgout =
dω
dγ
=

2a4γ

2ωout+ i
µ3

ρA

(15)

 2.2    面内传播波

κ

式 (8) 和式 (9) 控制着由横向和纵向耦合运动

组成的平面运动, 两个方向的面内运动通过平衡曲

率   相互耦合, 为了便于进行后续的分析, 首先将方

程 (8)和式 (9)转换为 1阶形式[
I 0
0 A

]
Φ, s+

[
K1 0
0 K2

]
Φ =[

0 I
D̄2 0

]
Φ+

[
0 0

D̄1 0

]
Φ− f (16)

式中涉及的矩阵如下

I =
[

1 0
0 1

]
, A =

[
a1 0
0 a4

]
,K1 =

[
0 −κ
κ 0

]
K2 =

[
0 −κa4
κa1 0

]
, D̄2 =

[
∂2/∂t2 0

0 ∂2/∂t2

]

D̄1 =

■|||||||||■
µ1

ρA
∂/∂t 0

0
µ2

ρA
∂/∂t

■|||||||||■
ΦT = {u1,u2, ε,ψ}, f T = {0,0, f1, f2}

 2.2.1    频率关系

F = 0

Φ j(s, t) = Φ̄ j(s)e−iωt, j = 1 � 4

首先来确定自由传播波 (   )的特性, 这里从

分解形式来求谐波, 令    ,
将其代入式 (16), 并对结果在空间上进行傅里叶变

换, 可以得到以下代数方程[
iγI+K1 −I

iωµ+ω2I iγA+K2

]
�Φ = 0 (17)

µ =
1
ρA

[
µ1 0
0 µ2

]
其中    . 对于非平凡解, 系数矩阵的
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行列式为零, 从而得到特征频率方程

Q(ω;γ,cl,ct) = ω4+β′3ω
3−β′1ω2−β′4ω+β′2 = 0 (18)

式中各系数如下

β′1 = (a1+a4)γ2+a3+a5+
µ1

ρA
µ2

ρA

β′2 = (a1γ
2+a3)(a4γ

2+a5)−a2
2γ

2

β′3 = i
(
µ1

ρA
+
µ2

ρA

)
β′4 = i

[
µ1

ρA
a5+

µ2

ρA
a3+

(
µ2

ρA
a1+

µ1

ρA
a4

)
γ2

]

a2 a3 a5 a2 =

(2c2
t + c2

l )κ a3 = c2
t κ

2 a5 = (c2
t + c2

l )κ2

ω1,ω2,ω3和ω4

这里引入了参数     ,      和    如下定义 :    
 ,     ,     . 在主幅角内求

解式 (18), 可以得到 4个根   , 表示 4组
沿着不同方向的传播波频率, 包括沿着原点向正负

方向传播的两组纵波频率和两组横波频率. 由特征

频率方程 (18) 可以得到频率与波数之间的关系, 可
以看出这一关系会受到曲率、波速和阻尼的影响,
为了进行对比验证我们将式 (18)所预测的频率关系

与文献 [25] 中的结果进行对比, 得到图 2 的频率关

系曲线, 可以看到, 结果与文献吻合得较好.
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cl = 524.7 m/s图 2   曲率对于波数的影响 (   )

cl = 524.7 m/sFig. 2    The effect of curvature on wave number (   )
 

 2.2.2    色散关系

传播波可以分为色散波和非色散波, 对于色散

系统来说, 相速度和频率相关, 因而不同频率下的波

以不同的相速度传播, 此时不同相速度的波在传播

过程中会发生分离. 在研究面外波的时候, 已经发现

阻尼的存在使得面外波发生色散, 对于面内波, 在曲

率和阻尼的双重作用下, 系统的色散现象更加明显.
(1)相速度

c = ω/γ令相速度为    , 则特征频率方程 (18)可以

转化为色散方程

D(c;w,cl,ct) = β3c4−β2ω
2c2+β1ω

4 (19)

式中

β1 = a1a4

β2 = (a1+a4)ω2+ i
(
µ2

ρA
a1+

µ1

ρA
a4

)
ω+2a1a3

β3 = ω
4+ i

(
µ1

ρA
+
µ2

ρA

)
ω3−

(
a3+a5+

µ1

ρA
· µ2

ρA

)
ω2−

i
(
µ1

ρA
a5+

µ2

ρA
a3

)
ω+a3a5

c1,2 = ±c′l ,c3,4 = ±c′t ,可以求出 4 个相速度 ,  分别为     ,
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其中

c′l = ω
[(
β2−

√
β2

2−4β1β3

)
/ (2β3)

]1/2
(20)

c′t = ω
[(
β2+

√
β2

2−4β1β3

)
/ (2β3)

]1/2
(21)

c′l和c′t
β3 = 0

通常为复数, 可以看到   均与频率相关, 因而面

内波为色散波. 值得注意的是, 当   时, 相速度是

奇异的, 此时相速度应采用奇异摄动法求解.
(2)群速度

对式 (18)进行隐函数求导可以得到群速

cg =
dω
dγ
=

2(β1γ
2−β2)γ

4ω3+6β′3ω
2−2β′5ω−β

′
4

(22)

式中

β′5 = (a1+a4)γ2−2
(
a3+a5+

µ1

ρA
µ2

ρA

)
γ

cg|1,2 = ±cgl,cg|3,4 = ±cgt

从方程 (18) 可以得到     的 4 个根, 从而导出

4个群速   , 其中

cgl =
2(β1γl

2−β2)γl

4ω3+6β′3lω
2−2β′5lω−β

′
4l

(23)

cgt =
2(β1γt

2−β2)γt

4ω3+6β′3tω
2−2β′5tω−β

′
4t

(24)

β′3l,β
′
4l,β

′
5l,β

′
3t,β

′
4t和β

′
5t γ γl和γt式中    为将    替换为    对应

的系数.

 3     缆索自由振动响应解

 3.1    面外响应

u3(s,0) u3,t(s,0)

ωout1和ωout2

现在考虑一个无限长缆索在初始扰动下的面外

响应, 初始状态为    和    . 两个面外波的

解   会产生两个传播波, 他们叠加后形成

如下响应

�u3(γ, t) =
2∑

i=1

C j(γ)e−iωout it (25)

通过傅里叶逆变换得到位移的通解

u3(s, t) =
2∑

j=1

∫ ∞
−∞

C j(γ)ei(γs−ωout it)dγ (26)

�u30 =
[
�u30, �u30,t

]T令   表示傅里叶变换后的初始条

件, 利用式 (25), 并令时间 t为零得到

ΩoutC = �u30 (27)

式中

Ωout =

[
1 1

−iωout1 −iωout2

]
,C =

{
C1
C2

}
(28)

联立得到

C =Ω−1
out �u30 =

1
ωout1−ωout2

[
−ωout2 �u30+ i�u30,t
ωout1 �u30− i�u30,t

]
(29)

−λ0/2 < s < λ0/2 λ0 = 20 m

现在通过计算缆索对一个初始条件的响应来探

索面外响应的波传播规律 .  考虑施加在副法向

  区域内 (    ) 的余弦型初始

位移

u30(s) =

■|||■|||■
0, s < −λ0/2
Ac/2+ (Ac/2)cos(2πs/λ0), |s| < λ0/2
0, s > λ0/2

(30)

Ac式中   为余弦脉冲响应函数的幅度, 在论文中取为

10 mm, 响应的傅里叶变换形式为

�u30 =
1
2
Γ(γ)+

1
4

[Γ(γ+2π/λ0)+Γ(γ−2π/λ0)] (31)

式中

Γ(γ) = (Ac/π)(λ0/2)
{
sin

[
(λ0/2)γ

]
/
[
γ(λ0/2)

]}
(32)

�u30,t = 0

µ

ξ

另外的初始条件为   , 根据式 (29)可以很

容易地解得在初始面外余弦脉冲响应下的解. 需要

注意的是, 由于阻尼系数   较难获得, 工程中一般用

结构阻尼    来表示结构振动的衰减 ,  二者的关系

如下

µ

ρA
= 2ξωn (33)

ωn = 2π fn

fn

ct

cl

细长的缆索自身的结构阻尼非常小, 实测数据

显示, 斜拉索的结构阻尼在 0.001 ~ 0.005 之间[17].
 表示缆索的 n阶固有圆频率, 这一频率受

到缆索长度和直径的影响 [16,32-33], 对于缆索结构来

说, 当其发生高阶共振时, 引起的缆索模态高达几十

阶, 对应的固有频率通常大于 10 Hz[16-17]. 在本文中,
我们假设缆索发生高阶共振时的模态频率    为

20 Hz, 并将阻尼比取为 0.005. 论文所研究的是线弹

性范围内的钢质缆索, 材料参数与文献 [24]一致, 弹
性模量 E取为 200 GPa, 密度为 7860 kg/m3, 缆索截

面面积为 314.2 mm2, 初始水平张力取为 30.3 kN, 缆
索曲率取为 0.000 5, 弦的横波波速    取为 140 m/s,
杆的纵波波速   取为 5044 m/s.
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 3.1.1    面外响应的结果与讨论

不考虑阻尼时, 面外响应的波动解可以用达朗

贝尔公式表示为

u3(s, t) =
1
2

[u30(s− √a4t)+u30(s+
√

a4t)] (34)

我们将有阻尼和无阻尼的响应分别求解并加以

比较, 得到图 3 ~ 图 5 时程曲线、波形图和响应云

图. 加以比较. 图 3 为 s = ± 20 m 的面外响应时程曲

线, 可以看到, 有 4 个代表性的时间点 Tout1 = 74 ms,
Tout2 = 143 ms, Tout3 = 186 ms和 Tout4 = 204 ms, 为了

研究波的传播规律, 我们在 4 个时刻前后又选取了

4 个时刻进行观察, 分别为 Tout5 = 30 ms, Tout6 =
60 ms, Tout7 = 150 ms 和 Tout8 = 300 ms, 各个时刻的

对应波形图如图 3所示. 由图 3可以看到, 考虑阻尼

后, s = ±20 m 处的面外响应的峰值由 5 mm 衰减到

了 4.679 mm, 可见, 考虑阻尼后能量发生了耗散. 除

了峰值的改变, 考虑阻尼后的响应数值总体也发生

了改变, 在 T < Tout3 时, 考虑阻尼后的响应小于无阻

尼的响应, 而当 T > Tout3 后则相反.

若只观察 s = 20 m 处, 可以看到, Tout1 时刻, 面

外波的前缘 R4的端点 E5到达 s = 20 m处, 因而图 3

中的时程曲线从这一时刻开始增大, 此时波的后缘

仍然在 s = 0 m 处; 到了 Tout2 时刻, 波峰 E4 传播到

了 s = 20 m处, 因而响应在这一时刻达到最大值, 而
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图 3   s = ± 20 m处的面外响应时程曲线

Fig. 3    Out-of-plane response time history curve in s = ± 20 m
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图 4   面外响应不同阶段的波形图

Fig. 4    Waveforms of different stages of the out-of-plane response
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图 5   面外响应云图 (单位: mm)

Fig. 5    The contour plot of out-of-plane response (unit: mm)
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后开始减小; Tout4 时刻, 波的后缘 R3 的端点 E3 到

达 s = 20 m 处, 从这一时刻开始, 面外波离开了 s =
20 m 处, 因而对于无阻尼的面外响应在这一时刻衰

减到最小值 ,  对于有阻尼的面外响应 ,  响应值在

Tout4 时刻衰减为后缘 E3的响应值, 而后在阻尼的作

用下继续小幅衰减, 而此时波的前缘端点 E5则传播

到了 s = 40 m 处, 因而波的前缘和后缘波速均为

153.8 m/s. 对于 s = −20 m 处的响应值变化规律, 对
应于沿着原点负向传播的波, 该波与沿着原点正向

传播的波是对称的, 因而波的传播规律是相同的.
如图 4 所示, 面外波的传播可以分为两个阶段,

第 1个阶段 (T < Tout3), 初始的余弦型横波逐渐分散

为两个单波;当波完全分散成两个对称的单波后, 此
时到达第 2个阶段 (T < Tout3), 单波沿着缆索不断向

外传播, 对于无阻尼的单波, 在这一阶段, 波在传播

过程波形不发生改变; 而对于考虑阻尼的单波, 单波

本身不再是对称的波, 其前缘端点的响应要低于后

缘端点的响应, 以 Tout3 时刻沿着原点正向传播的波

形为例, 其前缘端点 E5响应值为 0.002 mm, 接近于

零, 而其后缘端点 E3 响应值则为 0.204 mm. 由图 4
还可以看出, 与无阻尼时相比, 考虑阻尼后, 波形的

波峰 E2 和 E4 是随着时间不断减小的, 该峰值在无

阻尼时为 5 mm, 而考虑阻尼后该值在 204 ms 时衰

减为 4.482 mm, 衰减了 10.4%, 且这一比率随着时间

不断增大.
通过位移等值线云图, 可以看到响应沿着时空

的传播规律, 如图 5, 图中有颜色的区域为波所在的

区域, 白色的区域表示在该时空范围内波尚未传播

到或是已经离开. 丛云图上看, 有阻尼和无阻尼的面

外响应传播规律基本相同, 图中的彩色区域为波传

播区域, 可以将彩色区域分为两个阶段, 第 1 阶段,
即为云图中虚线左侧部分, 只有波的前缘向两端传

播, 波的后缘并未完全分离成两个独立的单波, 因此

波的后缘在云图中表现为颜色逐渐变浅的半圆形;
第 2阶段, 即为云图中虚线右侧部分, 波的前缘和后

缘以同样的波速 (云图中色条的斜率)向外传播.
从之前的分析中, 我们已经看出对于面外响应,

有阻尼和无阻尼的区别主要在于波峰以及波的后缘

值, 因此, 我们将云图显示的响应数值范围加以限制,
得到图 5(a) 和图 5(b) 中右上角和右下角的面外波

波峰与波的边缘云图, 可以看到无阻尼面外波前缘

和后缘的响应值是相同的, 而考虑阻尼后, 波后缘的

响应值要大于波前缘的响应值. 而通过对比右上角

的波峰云图, 可以看到无阻尼面外波的波峰, 在云图

中始终为深红色, 不随时间改变, 而考虑阻尼后, 面
外波的波峰由深红色逐渐向深蓝色过渡, 可见, 考虑

阻尼后, 面外波的波峰是随着时间不断衰减的.

 3.2    面内响应

ui(s,0) ui,t(s,0), i = 1,2

ω1,ω2,ω3和ω4

对于面内响应, 我们采用与面外响应相同的方

法进行求解, 考虑一个无限长缆索在初始扰动下的

面内响应, 初始状态为   和   . 4 个

波的解    会产生 4 个传播波, 它们叠加

后形成如下响应

�u1(γ, t) =
4∑

j=1

A j(γ)e−iω jt (35)

�u2(γ, t) =
4∑

j=1

B j(γ)e−iω jt (36)

通过傅里叶变换得到通解

u1(s, t) =
4∑

j=1

∫ ∞
−∞

A j(γ)ei(γs−ω jt)dγ (37)

u2(s, t) =
4∑

j=1

∫ ∞
−∞

r j(γ)A j(γ)ei(γs−ω jt)dγ (38)

(A j,r j)

通过 4个代数方程 (17)和 4个初始条件可以确

定 8个未知数    . 由方程 (17)可以得到

B j = r jA j, j = 1,4 (39)

r j(γ) =
(
−a1γ

2−a3+ω
2
j + iω j

µ2

ρA

)/
(ia2γ) =

− ia2γ
/(
−a4γ

2−a5+ω
2
j + iω j

µ2

ρA

)
, j = 1,4

(40)

r1 = r2,r3 = r4可以注意到   .
�u0 = [�u10, �u20, �u10,t, �u20,t]T令   表示傅里叶变换后的

初始条件, 利用方程 (35)和式 (36)可以得到

ΩA = �u0 (41)

这里

Ω =

■||||||||||||■
1 1 1 1
r1 r2 r3 r4
−iω1 −iω2 −iω3 −iω4
−iω1r1 −iω2r2 −iω3r3 −iω4r4

■||||||||||||■ , A =
■||||||■||||||■

A1
A2
A3
A4

■||||||■||||||■
(42)
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A =Ω−1 �u0联立得到   .

u10 = u10,t =

u20,t = 0

为了考察面内响应的波传播现象, 在法向施加

余弦型的初始位移, 该位移与研究面外波时所施加

的位移具有相同的形式, 剩下的初始条件为:  
 .

 3.2.1    面内响应的结果与讨论

在本研究中, 为了考察阻尼对于波传播的影响,
我们将考虑阻尼后的响应与无阻尼的响应进行比较

分析, 得到图 6 ~ 图 11 的时程曲线、波形图及响应

云图. 如图 6为 s = ± 20 m的时程曲线, 可以看到, 时
程曲线有 4 个代表性的时间点 T1 = 2 ms, T2 = 6 ms,
T3 = 74 ms和 T4 = 204 ms, 这几个时间点在考虑阻尼

后基本相同, 但响应的数值在考虑阻尼后发生了改

变, 在 T11 = 99 ms时刻前, 考虑阻尼后的纵向响应低

于无阻尼的纵向响应, 而 T11 时刻后则相反; 在 T12 =
186 ms 时刻前, 考虑阻尼后的横向响应低于无阻尼

的横向响应, 而 T12 时刻后则相反. 为了研究波的传

播规律以及阻尼的影响, 我们在 4 个代表性时间点

前后选取了 5 个时刻进行观察, 分别为 T5 = 4 ms,

T6 = 8 ms, T7 = 60 ms, T8 = 150 ms, T9 = 300 ms 和
T10 = 143 ms, 各个时刻的对应波形图如图 7 ~ 图 9
所示.

由图 7 可以看出, 在 T1 和 T2 时刻, 无论是面内

横波还是纵波, 有阻尼和无阻尼的波形图基本重合

在了一起, 可见在 T1 和 T2 时刻考虑阻尼前后的波

传播规律是相同的, 即此时图 7(b) 中的面内横波在

空间只传播了很短的距离, 而图 7(a) 中的纵波则快

速向前传播. 从 T1 时刻的纵波波形图, 也就是图 7(a)
中的蓝线可以看到, 纵波的前缘在该时刻从原点沿

着正负两个方向传播到了 s = ±20 m, 当 T > T1 时, 纵
波的前缘继续向前传播, 对应于图 7(a) 的绿线、红

线和粉线, 此时图 6(a)中的纵向时程曲线也从 T1 时
刻开始从零迅速增大, 到了 T2 时刻, 纵波波峰到达

s = ±20 m处, 与此同时该处的纵向响应达到最大值.
面内纵波在传播过程中, 其前缘波速大于后缘

波速, 以从原点沿着正向传播的波为例, T1 时刻, 纵
波前缘端点 E5 到达 s = 20 m 处, 当 T = 4 ms 时, 这
一端点传播到了 s = 30 m处, 因而前缘端点 E5的波
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图 6   s = ± 20 m处的时程曲线

Fig. 6    In-plane response time history curve in s = ± 20 m

 

−40 −30 −20 −10 0 10 20 30 40
−0.03

−0.02

−0.01

0

0.01

0.02

0.03

R1 R2

R3 R4

E1

E2

E3

E4

E5

s/m

u 1
/m

m

time = 2 ms (ξ = 0.005)

time = 4 ms (ξ = 0.005)

time = 6 ms (ξ = 0.005)

time = 8 ms (ξ = 0.005)

time = 2 ms

time = 4 ms

time = 6 ms

time = 8 ms

time = 2 ms (ξ = 0.005)

time = 4 ms (ξ = 0.005)

time = 6 ms (ξ = 0.005)

time = 8 ms (ξ = 0.005)

time = 2 ms

time = 4 ms

time = 6 ms

time = 8 ms

(a) 纵向
(a) Longitudinal

(b) 横向
(b) Transverse

−40 −30 −20 −10 0 10 20 30 40
−2

0

2

4

6

8

10

12

−3 −2 −1 0 1 2 3
7.5

8.0

8.5

9.0

9.5

10.0

−12 −11 −10 −9 −8
0

0.5

1.0

1.5

8 9 10 11 12
0

0.5

1.0

1.5

s/m

s/m

s/m

s/m

u 2
/m

m

u 2
/m

m

u 2
/m

m
u 2

/m
m

 
图 7   2 ms, 4 ms, 6 ms和 8 ms时刻的波形图

Fig. 7    The waveform in 2 ms, 4 ms, 6 ms, 8 ms
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速为 5000 m/s, 与杆的纵波波速 ct = 5044 m/s 接近;
T  = 4 ms 时 ,  R3 的波峰 E4 到达横波的边缘 s  =
10.62 m处, E4达到最大值, 此后纵波后缘以横波的

速度进行传播, 因而前缘和后缘分界点 E4在前缘和

后缘上分别以不同的速度传播, 从而开始分离, 出现

平台, 且随着时间的增大, 这一平台的距离越来越大.
因而可以看出, T1 到 T2 时刻, 纵波的色散引起了波

形图在不同时刻的差异, 纵波的色散体现于两方面,
一是波的前缘和后缘以差距较大的波速传播, 二是

波的后缘以不同的波速进行传播, 这一点可以从波

的后缘波形不断改变看出, 而波的前缘在这一时间

段内波形是平行的, 并不发生色散. T2 时刻, R4的端

点 E4 到达了 s = 20 m 处, 此时 R3 和 R4 已经分离,
因而 R4 尽管继续往前传播, 由于 R2/R3 还未传播

到 s = ±20 m 处, 此时 s = ±20 m 处的纵向位移值保

持不变, 对应于图 6 时程曲线的 T2 ~ T3 阶段. 可以

看到, T1 ~ T3 时刻, 无论是纵波还是横波, 有阻尼和

无阻尼的波形图基本是重合的, 说明在这一时间段

内, 阻尼对于波传播的影响比较小.
从图 8(a) 可以看到, 从 T3 ~ T4 时刻, 对于面内

纵波来说, 考虑阻尼后与无阻尼时相同的是, T3 时
刻, 纵波的后缘 R3的端点 E4传播到了 s = 20 m处,
此时 s = 20 m 处的纵向位移时程曲线开始衰减; 到
了 T4 时刻, 属于纵波后缘 R3 端点 E3 传播到了 s =
20 m 处, 纵向波的后缘离开了 s = 20 m 处. 此外,
T3 到 T4 时刻, 图 8(a) 中纵波的后缘 R3 的波形图基

本是平行的, 这说明纵波的后缘基本以同一速度传

播, 波的色散现象比较弱. T4 时刻后, 纵波的前缘和

后缘的波形不再发生改变, 但前缘和后缘仍以不同

的波速传播, 因而平台距离仍在不断增大, 波的色散

现象依然存在. 不同的是, 对于无阻尼的纵波来说,
纵波后缘端点 E3 在分离后为一平行于横轴的线段,
因此当纵波后缘离开 s = 20 m 处后, 该处的响应值

衰减为最小值, 且不再发生改变, 这对应于图 6(a)
中 s = 20 m 处的无阻尼纵向时程曲线, 即为图中的
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图 8   60 ms, 74 ms, 150 ms, 204 ms和 300 ms时刻的波形图

Fig. 8    The waveform in 60 ms, 74 ms, 150 ms, 204 ms, 300 ms
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图 9   横波不同阶段的波形图

Fig. 9    The waveform of transverse in different stage
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粉色点线; 而考虑阻尼后, 纵波后缘端点 E3 之间不

再是平直的线段, 而是与 T3 时刻纵波后缘相切的一

条斜线, 也就是说, 当纵波后缘离开 s = 20 m 后, 该
处的响应仍然会存在, 且随着时间不断衰减, 但衰减

幅度较 T3 到 T4 时刻小, 这也对应于 T4 时刻后, 图 6(a)
中 s = 20 m 处的纵向时程曲线, 即为图中的绿色实

线从 0.002 1 mm 随时间小幅度衰减. 对从原点沿着

负向传播的纵波, 和沿着正向传播的纵波, 呈现反对

称, 但波的传播规律是相同的.
从图 8(b)中的横波波形图可以看到, T3 到 T4 时

刻, 横波已经传播了一段距离, 可以看到, T3 时刻, 横
波的前缘传播到了 s = ±20 m 处, 其后缘在 s = 0 处,
而 T4 时刻, 横波的的前缘传播到了 s = 40 m 处, 而
波的后缘传播到了 s  =  20  m 处 ,  对应的波速为

153.8 m/s, 高于弦的横波波速 ct = 140 m/s. 对比有阻

尼与无阻尼的波形, 可以发现无阻尼时的单波本身

是关于波峰所在的位置左右对称的, 而考虑阻尼后

的单波本身不再是对称的波, 波的前缘端点的响应

值为零, 但其后缘端点的响应值大于零, 因而当横波

的后缘离开 s = ±20 m处时, 图 6(b)有阻尼的时程曲

线 (淡蓝色实线)中横向响应不为零.

除了影响到后缘响应, 阻尼还会引起使得单波

的波峰在传播过程不断衰减, 无阻尼时单波波峰为

5 mm, 而该峰值在考虑阻尼后在 204 ms 时衰减为

4.445 mm, 衰减了 11.1%, 且这一比率将随着时间不

断增大. 在波离开后仍然有响应和峰值的衰减, 这也

意味着阻尼引起了波在传播过程中能量的耗散.

面内横波的传播可以大致分为两个阶段 ,  第

1 个阶段如图 9 (a) 所示, 波形由一个波分散为两个

单波, 由于波不断向外传播, 因此波的振幅不断衰减,

当初始的余弦型横波分成两个对称的单波后, 到达

第 2阶段. 第 2阶段, 对比有阻尼与无阻尼的波形图

可以发现, 考虑阻尼后, 单波本身不再对称, 而且第

2 阶段的单波的振幅在阻尼的作用下不断衰减. 第

2 阶段, 波的前缘和后缘几乎以同样的波速传播. 如
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图 10   面内纵向响应云图 (单位: mm)

Fig. 10    The contour plot of in-plane response (unit: mm)
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图 11   面内横向响应云图 (单位: mm)

Fig. 11    The contour plot of in-plane response (unit: mm)
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图 9(b), 若只观察 s = ±20 m 处, 同样以从原点沿着

正向传播的横波为例, 可以发现, T3 时刻前, 横波均

未传播到 s = 20 m 处, 因而 s = 20 m 处横波的时程

曲线图 6(b) 始终为零;到了 T3 时刻 , 横波的前缘

R4 端点 E5 传播到了 s = 20 m 处, 因而 s = 20 m 处

横波的时程曲线图 6(b) 从 T3 时刻开始增大; T10 时
刻, 波峰 E4 到达 s = 20 m 处, 因而此时 s = 20 m 处

横波的时程曲线图 6(b)达到最大值, 随后开始衰减;
T4 时刻, 横波的后缘 R3 端点 E3 到达 s = 20 m 处,
对于无阻尼的横波, 时程曲线在 T4 时刻衰减为最小

值, 且之后保持为定值, 如图 6(b) 中的蓝色点线, 而
对于有阻尼的面内横波, 由于后缘处响应值不为零,
该处对应的时程曲线图 6(b)中的淡蓝色实线不为零

且随着时间不断衰减. 从原点沿着负向传播的波, 与
沿着正向传播的波是对称的, 而波的传播规律是相

同的.
面内纵波的位移云图如图 10 所示. 图 10(a) 和

图 10(b)分别为考虑阻尼前后的面内纵向响应云图,
可以看到, 考虑阻尼后的纵波与无阻尼时相比, 相同

的是, 纵波在传播时包括一个快速传播的前缘和缓

慢传播的后缘, 且在前缘和后缘之间的波速是不确

定的, 不同的是, 在后缘之后的波, 无阻尼的纵波波

速是不确定的, 而考虑阻尼后的纵波波速接近于零.
面内横向响应云图如图 11所示, 对于面内横向

响应, 有阻尼和无阻尼时, 波的传播规律与面外波是

相似的, 波在传播过程中基本不发生色散, 在云图中

施加位移响应的区域附近, 可以看到黄色到深红色

的半圆形, 这对应于横向响应传播第一阶段, 此时的

横波尚未完全分离成两个单波, 即为图 11 中虚线左

侧部分; 而在远离施加位移响应的区域, 分散后的单

波不断向远方传播, 传播过程中前缘和后缘波速相

同, 即为图 11(a) 中虚线右侧部分. 从图 11(a)和图 11(b)
中右上角的横波波峰图可以看到, 考虑阻尼后的面

内波, 无阻尼时面内横波的波峰在云图中始终为深

红色, 即波峰是不随时间而减小的, 而考虑阻尼后,
面内横波的波峰在云图中波峰的颜色不断变浅, 即
波峰将随着时间衰减;此外, 从图 11 右下角的横波

边缘云图可以看出, 无阻尼时, 无阻尼时波前后缘的

颜色是相同的, 这说明无阻尼时面内横波的前缘端

点与后缘端点的响应是相同的, 分散后的单波是关

于波峰左右对称的, 而考虑阻尼后, 波的后缘的颜色

为深红色, 前缘为深蓝色, 可见考虑阻尼后, 波的后

缘响应值要大于波的前缘响应值, 这一规律与面外

波是相同的.

 4     结论

本研究发展了三维弹性缆索运动方程, 在方程

中引入了阻尼项, 通过求解运动方程, 分析了面内面

外波的自由传播特性, 进而针对初始余弦脉冲作用

下的缆索响应考察扰动沿着缆索的传播规律, 分析

了波的色散现象以及阻尼对于缆索弹性波传播的影

响. 主要工作总结如下.
(1) 根据哈密顿原理推导了含缆索曲率的三维

有阻尼弹性缆索运动方程, 并在小垂度范围内将其

线性化后求解, 考察了波的频率关系、相速度、群

速度等自由传播特性. 结果表明, 无阻尼时面外波为

非色散波, 而考虑阻尼后, 面外波发生了色散; 而面

内波除了受到阻尼的影响, 还会受到曲率的作用, 为
高度色散波. 在此基础上, 求解了初始余弦脉冲作用

下的缆索响应, 根据求解得到的时程曲线、波形图

及位移云图的结果, 面内与面外横波的波形是关于

原点对称的, 而面内纵波的波形则是关于原点反对

称的.
(2) 通过对比有阻尼和无阻尼的波传播现象, 可

以发现阻尼对波的传播产生了显著影响: 对于面内

面外横波来说, 其波峰值在考虑阻尼后随着时间不

断衰减, 在 204 ms 时, 面外横波波峰衰减了 10.4 %,
而面内横波衰减了 11.1%. 此外, 无阻尼时, 横波前

缘和后缘端点响应相同, 而考虑阻尼后, 横波后缘端

点响应要高于前缘端点响应. 对于面内纵波来说, 无
阻尼时, 纵波后缘端点响为零, 而考虑阻尼后, 后缘

端点响应不为零, 且该响应值随着传播距离的增大

而增大, 显著区别于无阻尼.
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