
 

竖直振动激励下半球形液滴界面失稳特性分析
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摘要　外部激励作用下液滴的表面失稳特性一直都是流体力学领域十分关注的问题. 在不同的振动激励参数

下, 表面会产生不同形态的波形或破碎生成二次液滴. 本文对于液滴表面纬向波和经向波发展的动态特性和产

生机理开展了研究. 首先建立激励振幅和频率可控的液滴振荡实验系统. 实验结果表明, 激励振幅的改变会影

响液滴表面波形, 振幅较大时经向波才会产生, 演化频率为驱动频率的一半, 而纬向波一直存在, 其频率等于驱

动频率. 驱动频率改变会引起失稳模式的转变, 驱动频率增加, 表面波模态数增加、波长减小. 驱动频率超过一

定阈值, 波形会从只存在纬向波模式向纬向波叠加经向波模式转变. 同时, 基于三维数值模拟, 通过研究液滴的

速度场与压力场, 结合液滴顶点位移与惯性力的相位关系, 阐明液滴形成纬向波的机理: 在惯性力和表面张力

的共同作用下, 液滴表面波完成周期性的能量转化和传递. 通过对比分析竖直方向与沿液滴径向加速度下

Faraday 不稳定性主导的表面波特性, 发现液滴的几何特征使得接触线处产生法向的径向力, 当竖直惯性力增

加使得径向力达到一定阈值, 液滴发生经向失稳, 相应经向波频率为驱动频率的一半.
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Abstract     Surface destabilization of droplets under external excitation has always been a matter of interest in the field
of fluid dynamics. Waveforms with different morphologies or secondary droplets would appear in the surface under
different excitation conditions. In this paper, the analysis of the dynamic characteristics and generation mechanism of
latitudinal and longitudinal waves was conducted. Firstly, an experimental system of droplet oscillation with controllable
excitation amplitude and frequency was established. The experimental results show that different forcing amplitudes lead
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to different droplet interface instability modes. The longitudinal waves are generated only when the amplitude is large
enough, and its evolution frequency is half of the driving frequency, while the latitudinal waves are always present whose
frequency equals to the driving frequency. A change in driving frequency causes a shift in destabilization modes, and an
increase in driving frequency increases the number of surface wave modes and decreases the wavelength of the surface
waves. When the driving frequency exceeds a certain threshold, the waveform will shift from a latitudinal wave mode
only to a latitudinal wave superimposed on a longitudinal wave mode. Meanwhile, three-dimensional numerical
simulations were conducted. By studying the velocity and pressure fields of droplets, combined with the phase
relationship between droplet vertex displacement and inertial force, the mechanism of droplet formation of latitudinal
waves is elucidated: under the combined action of inertial force and surface tension, the droplet surface wave completes
periodic energy conversion and transition. The surface wave characteristics dominated by the Faraday instability are
analyzed comparatively for vertical versus radial acceleration direction. It is found that the geometrical characteristics of
the droplet generate radial forces normal to the contact line, and when the vertical inertial force increases so that the radial
force reaches a certain threshold, the droplet undergoes longitudinal instability, and the corresponding longitudinal wave
frequency is half of the driving frequency.

Key words    vertical vibration, interface instability, experimental study, simulation analysis, Faraday instability

 引言

竖直振动板上的附着液滴动力学广泛出现在工

业和科学领域, 如蒸发结晶、超声雾化、风力涡轮

机叶片除冰和内燃机二次雾化等[1-6]. 当振动幅度超

过一定阈值时, 首先在液滴表面观察到对称的规则

图案[7]. 随着振幅的进一步增加, 表面波变形加剧, 这
会产生尖锐的液线, 并从液体射流的表面产生二次

液滴[8].
研究具有不同物理性质的液体、不同接触壁面

条件和不同振动模式下的液滴的表面变形是液体动

力学的一个焦点. James等[9] 观察到液滴出现轴对称

驻波 (纬向波)、静止然后缓慢旋转的方位角波 (经
向波)、随时间变化的弹坑和液线, 以及在逐渐增加

的激励振幅下的微小二次液滴的快速喷溅过程 .
Chang 等[10] 将水滴放置在水平壁面, 并通过施加一

系列频率的外部激励来观察水滴的共振行为. 液滴

的表面形态分为 3 种模式: 纬向模式、经向模式和

镶嵌模式. 通过引入球谐函数, 根据液滴表面的几何

形态图案对应识别每一个模态. Singla 等[11] 将水银

放置在球形玻璃上, 并采用不同的振幅和频率对其

施加垂直扰动, 同时用高速摄像机记录水银液滴的

振动. 实验观察到, 水银液滴受到垂直扰动时液滴的

振动频率会达到扰动频率的一半, 不同的振动液滴

的频率对应于不同的表面模态. 王凯宇等[12] 研究发

现超疏水表面上液滴的体积对共振振幅、模式区

间、共振频率等振动特性影响较大. Noblin等[13] 研

究了有重力条件下聚苯乙烯振动基板上液滴的振动

特性. 通过调整频率和振幅, 观察到液滴的两种轴对

称振荡的状态, 一种为接触线保持固定, 主要出现在

低振幅条件下, 另一种接触线处于振荡状态, 主要出

现在临界振幅之上. Shao等[14] 通过实验研究了圆柱

形容器中机械振动激发下的空气水界面表面波, 研
究表明界面与容器接触角对界面表面波波形有着很

大的影响.
在垂直振动的液层表面上触发周期性表面波的

机制通常归因于 Faraday 不稳定性, 这是 Faraday[15]

在研究垂直振动作用下液层表面的响应时提出的,
他观察到, 表面驻波以驱动频率一半的频率振荡.
Kumar 等[16] 将液体黏性纳入了考虑范畴, 修正了

Mathieu 方程并给出了黏性液体表面不稳定性参考

表, 并且与实验结果[17] 吻合良好. Bronfort 等[18] 研

究了系统在垂直摇晃下气泡−液体界面的 Faraday
波, 研究表明存在一个明确的加速度阈值, 超过阈值

气泡−液体界面出现次谐波. Chen[19] 采用二维数值

模拟研究了不同模式下 Faraday 波的非线性动力学

特性. Li 等[20] 通过三维模拟研究了 Faraday 不稳定

下液层表面液线形成及其随后断裂相关的基本非线

性动力学. Dinesh 等[21] 指出, 在机械和静电引起的

Faraday不稳定性情况下, 利用无黏理论都可以预测

黏性流体共振时的模态响应. 在接触线迟滞现象对

Faraday 不稳定性的研究中, Yuan 等[22] 发现迟滞会

使固有频率增大, 并通过计算得到了接触角范围与

接触线位置之间的线性关系. Bestehorn 等[23] 用相场

方法对 Faraday不稳定性进行了研究, 进一步分析得
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到不同流体黏度下的非线性解. Dong 等[24] 研究了

扁平液滴的上表面在垂直激励下由表面参数不稳定

性引起的星形振荡, 并推导了一个结合平面 Faraday
波模态和液滴方位振荡模态的三维振荡模型.

在径向周期正弦外加激励作用下, 球形液滴表

面也会出现 Faraday不稳定性. Adou 等[17] 在受径向

激励的球形 Faraday不稳定性分析中, 通过将 Floquet
方法[25] 应用于球坐标系, 解决了线性稳定性问题.
姚慕伟等[26] 基于线性小扰动理论研究了受径向振

荡体积力的黏弹性液滴表面波的不稳定性. 康宁[27]

基于二维轴对称数值仿真模型, 并结合水平集与流

体体积耦合算法 (CLSVOF方法)[28], 对液滴在 Faraday
不稳定性主导下的二次雾化过程及雾化机理做了深

入研究.
现有的研究主要集中在 Faraday 不稳定性引起

的径向力作用下液滴的界面不稳定性[9]. 当液滴受

到垂直加速度时, 表面也会出现次谐波. 很少有研究

探讨竖直力产生的次谐波与 Faraday 不稳定性之间

的关系. 以前的许多研究工作都致力于研究液体层

而不是液滴的不稳定性. 关于 Faraday不稳定性下球

形液滴的表面波与竖直激励下的表面波之间的联系

的文献很少. 此外, 现有的模拟研究主要通过二维轴

对称数值模型研究液滴失稳产生的表面波的物理特

性. 然而, 当发生非轴对称经向表面波时, 二维轴对

称数值模型不适用. 因此, 有必要通过三维数值模型

进一步研究不同工况下液滴表面波的物理特性和机理.
本工作采用液滴振荡实验结合三维数值仿真,

研究了振动平板上液滴的振荡特性, 主要讨论了表

面经向波和纬向波的演变过程. 并将竖直作用力下

的表面失稳特性与径向作用力下由 Faraday 不稳定

性引起的表面失稳进行了比较, 阐明了液滴在竖直

加速度下发生经向失稳机理. 丰富了液滴表面失稳

形式的理论研究.

 1     研究手段

 1.1    实验设置

实验装置如图 1 所示, 通过该装置可以独立控

制振动平板的激励振幅和频率. 液滴发生器是一个

尾端连接步进电机的注射器, 注射器出口靠近平板.
开启步进电机可产生一定体积的液体 (本文选用去

离子水)使其聚集在平板中心位置, 液滴直径为 7.5 ±
0.02 mm. 相关液滴物理特性如表 1 所示, 实验中测

量得到的液滴在铝基板上的静态接触角均值为 87°.
UTG9005C 型函数信号发生器串联 SA-PA010

型功率放大器, 用于产生一定振幅和频率的正弦电

压信号. 铝平板通过 M5 螺纹连接到 JZ-002 型激振

器的顶端, 并以与激励电压信号相同的频率在竖直

方向上振动. Ds1054示波器清晰地显示出频率和电

压. 1200 W 的镝灯为实验光源, 均光片放置在观测

液滴与光源中间使光线均匀分布 .  实验中使用

PhantomV7.3 高速相机 , 使用焦距为 180 mm 的

Tamron 微距镜头. 拍摄帧率为 11 000 fps, 曝光时间

为 88 μs, 拍摄视窗为 512 × 512像素.
图 2 显示了在不同频率下, 平板振幅和激励电
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图 1   液滴振动实验系统

Fig. 1    Schematic diagram of the experimental setup

 
表 1   水滴在室温、标准大气压下的物理特性

Table 1    Physical properties of water at atmospheric
temperature and pressure

Diameter/mm
Density/
(kg·m−3)

Dynamic viscosity/
(mPa∙s)

Surface tension
coefficient/(mN·m−1)

7.5 ± 0.02 998 1.01 72.7
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图 2   不同频率下的激励振幅与激励电压的关系

Fig. 2    The relationship between forcing amplitude and excitation
voltage of the plate under different frequencies
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压之间的线性相关性. 因此, 可以通过分别控制驱

动频率和平板振幅来观察液滴在不同激励参数下的

形态变化和表面波特性. 实验条件根据表 2 和表 3
设置.
  

表 2   实验工况: 激励振幅的影响 (300 Hz)

Table 2    Experimental condition: influence of forcing amplitude
(300 Hz)

Cases E-A E-B E-C

Amplitude/μm 40 160 200

 
  

表 3   实验工况: 激励频率的影响

Table 3    Experimental condition: influence of forcing frequency

Variables Values

frequency/Hz 200, 250, 300, 350, 400, 450, 500, 800, 1000, 4000

voltage/V 5 ~ 30

 

 1.2    数值模型

在竖直振动激励下液滴动力学特性的数值模拟

中, 将做出以下假设: 流体视为不可压缩, 气体和液

体彼此不混溶. 表面张力和惯性力被视为体积力源

项[29], 并添加到 Navier-Stokes方程中. 假设液滴的初

始状态是半球形的. 因此, 具体的控制方程为

∇ ·u = 0 (1)

ρ

(
∂u
∂t
+u · ∇u

)
= −∇p+µ∇2u+ρA+Fs (2)

u = (u,v,w) v

p ρ µ

式中,    为流体速度矢量 (其中, 速度分量 

为平板振动方向),    为压力,    为流体密度,    为流体

动力黏度, 混合物中的密度和黏度作为各相的体积

分数的函数来计算

ρ = cρl+ (1− c)ρg (3)

µ = cµl+ (1− c)µg (4)

c

c(x, t)

式中, 下标 l 和 g 分别代表液相和气相,    为基于流

体体积 (VOF)法的流体体积函数   , 描述网格单

元中某一种流体所占的体积

∂c
∂t
+∇ · (cu) = 0 (5)

Fs   为表面张力项, 在 Gerris 中采用改进优化后

的 CSF近似方法计算表面张力, 该方法最早由 Duan

等[30] 提出, 可以表示为

σκδsn≈ σκ∇c̃ (6)

κ ≈ ∇ · ñ (7)

ñ≡ ∇c̃
|∇c̃| (8)

σ κ δs

n c̃

A

式中,    为表面张力系数,    为曲率,    为界面的狄拉

克函数,    为界面的法向量,    为平滑处理后的体积

率函数.    为惯性加速度, 其表达式为

A = A0cos(Ωt) j = ∆Ω2cos(Ωt) j (9)

∆ Ω Ω = 2π f f

j

式中,    为位移振幅,    为角频率, 即   ,    为驱

动频率,    为竖直方向 (y 轴正方向)的单位矢量.

L

D t = 1/ f u = D f

ρ = ρL µ = µL p = ρLD2 f 2

特征参量的定义如下: 特征长度    等于液滴直

径    , 特征时间    , 特征速度    , 特征密度

 , 特征动力黏度    , 特征压力    ,
对控制方程式 (1) 和式 (2) 进行无量纲化, 无量钢化

后的控制方程如下

∇∗ ·u∗ = 0 (10)

ρ∗
(
∂u∗

∂t∗
+u∗ · ∇∗u∗

)
= −∇∗p∗+ 1

Re
µ∗

ρ∗
∇∗2u∗+

∆Dcos
(
2πt∗

)
j+

1
We

κ∗

ρ∗
∇∗c̃ (11)

Re = ρLD2 f /µL

We = ρLD3 f 2/σ

∆D = 4π2∆/D

其中, 上标*代表无量纲参数, 并且有   ,
表征惯性力比黏性力;     ,表征惯性力

比表面张力;    , 表征位移振幅比液滴直径.

L = 2D

图 3(a) 为竖直作用力下的物理模型示意图. 在
一个正方体的计算域中, 液滴位于底部中心位置处,
正方体计算域边长    . 坐标系原点与液滴中心

位置重合.
底部的边界条件设置为滑移边界, 实验中测量

工况内所得动态接触角范围约 81° ~ 128° (300 Hz,
振幅小于 100 μm), 为了便于计算, 模型中设置接触

角恒定为 90°. 因为在比较高频率的激励下, 波长较

小, 接触线处滑移距离很小, 对于液体内部影响可以

忽略不计. 且在仿真工作中只选取了施加激励的前

有限个周期的时间段, 液体半径变化不大.
针对控制方程式 (10) 与式 (11), 采用时间交错

法可获得时间上的二阶精度离散方程组, 通过使用

时间分割投影方法和多重网格泊松方程求解器求解

方程[31]. 数值模拟中使用了可变时间步长, 受 Courant–
Friedrichs–Lewy (CFL)数 0.3的约束, 以确保计算的
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稳定性. 仿真工况的参数设置见表 4, 工况 S-A和 S-B
对应于振动频率 300 Hz, 振幅分别为 40 μm 和 80
μm. 由于液滴的惯性加速度远大于重力加速度, 因
此模拟中不包括重力的影响.
  

表 4   仿真工况设置

Table 4    Simulation operating condition parameters

Cases Re  We  ∆D 

S-A 16 875 520 0.211

S-B 16 875 520 0.421

 

另外, 本文还探究了液滴径向加速度下失稳机

制, 图 3(b)是径向加速度下液滴计算域示意图, 相比

于前文中的数值模型, 此模型仅仅将竖直加速度改

变为径向加速度, 其他计算条件均保持一致, 并且工

况仍为工况 S-B, 此时加速度形式为

A = ∆Ω2cos(Ωt)cosθ j+∆Ω2cos(Ωt) sinθcosαi+
∆Ω2cos(Ωt) sinθsinαk (12)

i, j, k

α,θ i, j

式中,     分别为直角坐标系下 x, y, z 方向的单位

矢量,    分别为径向加速度与   的夹角.

 1.3    数值验证

本文采用 Gerris 仿真软件[32] 进行计算, 用于求

解具有两相界面流的不可压缩 Navier-Stokes 方程.
Gerris 在三维模拟中使用八叉树形式的自适应规则

2Minlevel,

2Midlevel 2Maxlevel

将域离散为不同级别的计算网格. 本文数值模拟的

关键是捕捉液滴气液两相界面在不同工况下的变

形 ,  因此需要细化两相界面的网格 .  在本文中 ,
(Minlevel, Midlevel, Maxlevel)的组合用于指定数值

模拟中的网格细化级别, 即每个部分细分为 

 或   个单元. 流体介质分为液体、气体

和气−液界面 3 部分, 其中气−液两相界面要求最高

的网格分辨率, 设置为Maxlevel; 液体和气体介质分

别用 Midlevel 和 Minlevel 表示. 本文使用自定义函

数来指定基于流体体积函数 c 及其梯度的细化级别.
这确保了以可承受的计算成本准确地解决两相界

面. 采用 3种网格离散标准 (4, 5, 6), (4, 6, 7)和 (4, 6, 8)
进行网格无关性研究. 图 4 为实验中液滴顶点从平

衡位置到最高位置的位移与对应工况 S-A下采用不

同网格离散标准的仿真结果对比图. 考虑到实验结

果一致性以及仿真计算时间成本, 因此采用网格离

散标准 (4, 6, 7)作为本文的网格自适应标准.
图 5 显示了与实验结果相比, 液滴界面表面波
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图 3   垂直惯性力和径向惯性力作用物理模型

Fig. 3    Physical model with vertical inertia force and radial inertia force
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图 4   液滴顶端位移的仿真和实验结果对比

Fig. 4    Comparison between computational results of the droplet vertex
with the experiment measurement
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图 5   实验 (工况 E-A)和仿真 (工况 S-A)表面波形态的比较

Fig. 5    Comparison of surface wave morphology of experiment (case
E-A) and simulation (case S-A)

第  9  期 黎一锴等: 竖直振动激励下半球形液滴界面失稳特性分析 1871



形态的时间演变. 在液滴宏观表面波形态特征方面,
模拟结果与实验观测结果基本一致. 这表明所建立

的三维模拟模型和网格自适应准则在再现外部振动

下液滴界面的演变方面是准确的.

 2     结果和分析

 2.1    实验结果

 2.1.1    不同激励振幅下液滴界面的失稳特性

为研究不同激励振幅下液滴在振动平板上的振

荡特性, 实验中选取 3组典型的工况进行对比. 实验

中驱动频率保持为 300 Hz, 激励振幅按照表 2 中选

取. 图 6(a) ~ 图 6(c)分别为 E-A ~ E-C实验工况下的

液滴的表面波形态.

T = 3.33 ms

t = 0

图 6(a) 为激励振幅为 40 μm 下液滴的表面形

态. 定义液滴的顶端在其最高点时为初始时刻, 记录

表面波形态在一个驱动周期 T (   ) 中发生

的变化. 液滴的表面波主要表现为轴对称的纬向表

面波.    时, 除了顶端表面波外, 液滴还存在 3 条

轴向对称的纬向表面波. 之后, 液滴顶端开始下降,
表面波的波峰和波谷在 0.25T 处返回到平衡位置.
0.5T 时, 液滴的顶端处于其最低位置, 表面形成 4个
纬向表面波. 然后, 液滴在 0.75T 时返回平衡界面.
在 1T 时, 液滴顶端将再次返回最高点, 形成顶端表

面波加上 3个轴对称纬向表面波的形式. 因此, 可以

将表面波变化周期确定为 1T.
图 6(b) 中, 激励振幅增加到 160 μm. 出现了显

著的经向表面波, 这意味着轴对称的表面波被经向

0 < t < 0.5T

t = 1T

t = 0

t = 2T

2T t = 0.5T t = 1.5T

不稳定性打破. 以经向表面波最明显时, 即处于波峰

位置时作为起始时刻, 很容易识别出经向表面波的

产生源于和板的接触线.    时, 经向表面波

从波峰逐渐回落到平衡位置, 而在纬向表面波的作

用下, 经向表面波将逐渐向上移动直至消失.  
时, 在液滴的底部再次产生清晰的经向表面波. 然而,
此时的经向表面波的位置是在   的波谷位置. 比
较   时液滴经向表面波的位置, 可以发现液滴经

向波的周期为    .    和    处的液滴顶端

位置表明, 在经向波出现后, 纬向波仍然存在, 并保

持 1T 的周期.
进一步增加振幅到 200 μm, 从图 6(c)可以看出,

在更大的惯性力作用下, 液滴经向和纬向的表面波

振幅显著增大. 两种表面波之间也存在相互干涉, 使
得液滴表面由经向和纬向表面波组成胞格状的驻

波. 此时, 液滴的纬向和经向表面波的形状演变将趋

于混乱, 但基于 0T 和 2T 处液滴形状的相似性, 推测

表面波演变周期仍然是 2T.

 2.1.2    不同驱动频率下液滴界面的失稳特性

在本节, 改变驱动频率, 并适当调节激励电压使

得振动平板的位移振幅保持相对一致, 以研究不同

驱动频率下液滴所产生的表面波特性. 实验工况的

参数设置见表 3.
图 7(a) ~ 图 7(e)对应不同驱动频率下液滴的表

面波形态图. 其中图 7(a) ~ 图 7(d) 以液滴顶端位于

最高点作为初始参考对象, 分别给出 5 个不同位置,
即最高位置、平衡位置、最低位置、平衡位置和最

高位置作为参考位置. 从图中可以看出, 不同频率下

液滴的纬向表面波周期与对应的驱动周期一致. 液
滴此时的表面波始终为简谐波. 另外, 不同频率下液

滴产生的表面波也有区别. 高驱动频率下液滴表面

波模态数明显增多, 这与 Pang 等[33] 的实验规律一

致. 图 8 为不同驱动频率下对应的液滴纬向表面波

的波长, 波长定义为沿球面经向所有波长的平均值.
从图中可以看出, 随着频率的增加, 纬向表面波的波

长首先快速降低, 当频率大于 400 Hz 时, 波长降低

的速率减缓. 当频率较大时, 如图 7(e) 所示, 此时液

滴表面产生 2 倍于驱动周期的经向表面波, 在 Pang
等[33] 关于圆形和星形振荡之间相互转换的临界振

幅研究中也观察到了类似现象. 这可以解释为高频

率下为了保持振幅一致而增加的电压促使液滴发生

了经向失稳, 液滴此时的经向波为亚简谐波.

 
latitudinal wave

1 mm 0 0.75T0.5T0.25T 1T

longitudinal wave

0 

0 

(a) 40 μm

(b) 160 μm

(c) 200 μm

longitudinal wave
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图 6   不同激励振幅下表面波形态的时间演化

Fig. 6    Time evolution of surface wave morphology under different
forcing amplitudes
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根据以上分析, 通过实验手段在宏观层面上观

测到在激振作用下产生的经向波和纬向波, 并探索

了不同激振频率和激励振幅对两种波形的影响. 具
体来讲, 不同激励振幅下液滴存在着不同的界面失

稳特性. 在低振幅下, 液滴界面主要发生纬向失稳从

而产生具有轴对称性质的纬向表面波, 而纬向表面

波的周期等于驱动周期 1T. 在高振幅下, 液滴界面

不仅存在纬向表面波, 还会发生经向失稳产生经向

表面波, 经向表面波周期为驱动周期的两倍, 即为

2T. 而当激励振幅足够大时, 表面波的形状演变将趋

向于混沌, 但演变周期仍然是 2T. 频率的变化也会

引起振动模式的转变, 频率增加, 表面波模态数增加,
相应波长减小. 同振幅下, 频率继续增加, 波形会发

生从只存在纬向波模式向纬向波叠加经向波模式的

转变. 然而仅仅通过实验手段不能说明表面波演化

的微观内在机理.

 2.2    仿真结果

为了探明表面波演化的内在机理, 通过仿真的

手段对液体内部速度流场和压力波动进行研究.

 2.2.1    竖直惯性力作用下的纬向失稳特性

t = 0.25T

t = 0.55T

t = 1T

t = 2T

图 9 是液滴在 工况 S-A 下纬向表面波的生成

及发展过程. 在初始时刻, 液滴处于静止状态. 然后,
在惯性力的作用下液滴整体向正向 (y 轴正方向) 移
动, 因此在表面张力的作用下液滴底部向内收缩. 当

 时惯性力反向, 但是液滴在惯性的作用下

仍然有正向移动的趋势, 因此液滴底部继续向内收

缩. 当    时, 液滴底部停止收缩, 底部处于波

谷位置, 底部附近形成完整表面波的一半. 随后液滴

在惯性力的作用下开始加速向 y 轴负向移动, 底层

液滴受到上方液层的挤压将会抵抗表面张力逐渐向

外扩张.    时, 液滴底部扩张到最大, 形成波峰.
此时, 底部波峰和向上传播的波谷形成一组完整的

表面波. 随后液滴又将开始向正向移动并重复这样

的过程. 当表面波接近液滴顶端时 (   ), 液滴顶

端到液滴底部已经形成了两组表面波. 液滴底部首

先产生表面波, 且波的传播方向是朝向液滴顶端的.
由这个过程可以得知, 液滴在竖直惯性加速度

下立即产生纬向方向的失稳. 本文在其他工况下皆

出现此现象, Vukasinovic等[34] 在灵敏度更高的实验

系统中也观察到了同样的现象, 他们将此现象归结

于单自由度系统在小强迫振幅下的行为, 这也验证

了本文仿真模型的正确性.
图 10 是工况 S-A 下液滴纬向表面波在一个稳

定周期内随时间的演化过程. 本文定义与顶端表面

波相邻的表面波为次级表面波. 以液滴顶端表面波

处于波峰位置时作为周期的起始点, 此时次级表面
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图 7   不同驱动频率下表面波形态的时间演化

Fig. 7    Time evolution of surface wave morphology under different
forcing frequencies
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图 8   液滴纬向表面波平均波长随频率的变化

Fig. 8    Variation of the average wavelength of droplet latitudinal surface
waves with frequency
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图 9   液滴纬向表面波演化仿真结果 (工况 S-A)

Fig. 9    Simulation results of droplet latitudinal surface wave generation
process (case S-A)
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波处于波谷状态. 根据图 10 可知, 液滴纬向表面波

演化周期与所施加惯性力的周期一致, 这意味着液

滴纬向表面波的频率等于驱动频率, 即此时液滴纬

向表面波是简谐波. 除此之外, 发现液滴顶端位移与

惯性力相位相差 1/4个周期.

t = 0

为了进一步研究液滴纬向表面波变化规律的内

在机理, 图 11给出了液滴纬向表面波各关键时刻下

液滴 xoy 截面的压强场及速度场图, 其中黑色粗曲

线为液滴的表面轮廓线, 黑色小箭头为速度矢量, 压
强为相对压强. 液滴顶端处于波峰状态的时刻被选

择为循环的开始. 右侧视图给出了三维状态下液滴

表面的压强场分布. 液滴的波峰和波谷下方的液体

区域分别是高压区域和低压区域. 从整体来看, 液滴

表面各位置波峰和波谷是周期性交替变化的, 而对

应的高压区和低压区也会相应地周期性地交替变

化. 图 12为   时刻液滴表面从顶端到底端的压强
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图 10   稳定循环周期液滴顶端位移和惯性力随时间的演变

(工况 S-A)

Fig. 10    Evolution of droplet vertex displacement and inertial force with
time during the stabilization cycle (case S-A)
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图 11   工况 S-A在 xoy 截面上不同时刻的液滴压力场和速度矢量场

Fig. 11    Droplet pressure field and velocity vector field at different moments for case S-A in the xoy cross section
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分布示意图. 液滴顶端高压区的压力最高, 大约为

124 Pa. 而顶端之外的高压区的压强大小相似, 都低

于顶端高压区的压强.
0 < t < 0.25T

t = 0.25T

   时, 液滴顶端表面波由波峰位置向

平衡位置移动. 而此时液滴顶点处的表面张力也是

向下的, 所以表面张力对液滴顶端表面波做正功. 而
根据图 10 可知, 此时惯性力方向也是向下的, 因此

惯性力对顶端表面波也做正功, 这将进一步增大顶

端表面波下方液体区域的动能, 加速顶端表面波向

平衡位置偏移. 顶端液体区域向下流动时会逐渐流

向次级表面波的低压区, 原本低压区处的压力逐渐

升高, 而表面波也从波谷位置向平衡位置处移动. 其
余位置处的表面波也将发生类似的流动及能量转

化. 由图 11(b)可知, 当   时, 液滴各表面波处

于平衡位置. 图 11(b)图片右侧是左侧顶端部分的放

大图, 红色箭头为液体流动方向, 绿色箭头为惯性力

的方向. 由图可知, 此时液滴顶端下方流体仍具备较

高的动能往次级表面波位置处流动.
0.25T < t < 0.5T

t = 0.5T

当    时, 惯性力向下并且逐渐减

小, 因此惯性力仍然对顶端表面波做正功, 表面张力

对顶端表面波做负功. 由于刚开始表面张力小于惯

性力, 因此一开始合力仍然对顶端表面波做正功, 这
将使得其压力势能转化为动能. 顶端下方流体向周

围流动, 使得次级表面波由平衡位置向波峰位置移

动, 此时表面张力和惯性力都对其做负功, 这将增加

对应区域的压力势能, 逐渐形成高压区. 由于顶端表

面波向波谷位置偏移时, 液滴界面曲率将逐渐增大,
表面张力也会相应增大, 当表面张力大于惯性力时,
液滴顶端表面波下行的速度将会降低. 当   时,
在表面张力和惯性力的共同作用下, 液滴顶端表面

波行至波谷位置, 由于下方流体区域的流动, 其能量

逐渐传递给次级表面波区域, 所以形成顶端低压区,
而次级表面波接受能量, 压力势能增加, 逐渐形成高

t = 0

压区. 此高压区的压强大约为 55 Pa. 图 13为液滴顶

端及次级表面波下压强随时间的变化规律. 其中, 液
滴顶端及次级表面波压强取点位置相距半个表面波

长. 图 11(c)右侧视图为三维状态下液滴表面的压强

场分布, 这与   时正好相反. 进一步说明液滴纬向

表面波处于稳定周期性变化时, 其压强场也有类似

于表面波的驻波特性.
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图 13   顶端表面波和次级表面波作用下压力随时间的变化

(工况 S-A)
Fig. 13    The variation of pressure with time under the top surface wave

and secondary surface wave (case S-A)
 

0.5T < t < 0.75T

t = 0.75T

当   时, 液滴顶端表面波由波谷位

置向平衡位置恢复, 此时惯性力方向由负向转为正

向, 因此此时表面张力做正功, 惯性力也做正功, 液
滴顶端表面波动能逐渐增加. 当   时, 图 11(d)
右侧图片为液滴顶端部分的放大图. 高压点出现在

液滴的顶部. 对速度矢量场的分析表明, 高压点的出

现是由于流体在圆周方向上的碰撞以及动能转化为

压力势能.
0.75T < t < 1T

t = 1T

在整个周期的最后一部分, 即   时,
液滴顶端表面波由平衡位置向波峰方向移动, 此时

惯性力方向为正, 做正功, 表面张力做负功. 随着液

滴顶端的曲率逐渐增大, 表面张力也在迅速增大, 而
惯性力在逐渐减小. 当表面张力超过惯性力时, 液滴

顶端的移动将被减速. 并且由于表面张力始终做负

功, 导致顶端表面波动能逐渐转化为压力势能, 因此

液滴顶端的高压区逐渐形成. 当   时, 液滴整体

形态、压强场和速度矢量场逐渐回到周期起始的状

态. 表明纬向波周期是 1T, 这与实验相对应.
分析可知液滴形成轴对称的周期性纬向表面波

机理: 液滴表面张力和惯性力的共同作用下, 通过液

滴表面波完成不断低能量转化和传递, 逐渐形成频

率与驱动频率一致的周期性表面波.

 2.2.2    竖直惯性力作用下的经向失稳特性

根据以上分析, 液滴在惯性力和表面张力的共

同作用下发生纬向失稳并形成稳定的纬向表面波.
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t = 0图 12   液滴在 x 方向压力分布 (工况 S-A,    )

t = 0
Fig. 12    Pressure distribution from top to bottom surface of droplet

(case S-A,    )
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当激励增大致使惯性力和表面张力无法再通过纬向

波进行能量的转化、传递而达到平衡状态时, 就会

产生经向表面波. 本节仿真工况为 S-B.

t = 0

15.25T

t = 19.05T

t = 21.35T

∆D

在图 14中, 顶视图用于更好地呈现液滴的经向

表面波.    时液滴处于静止状态, 随着惯性力的作

用, 液滴发生纬向失稳而产生纬向表面波, 纬向波发

展到    时基本保持稳定且只有纬向波存在, 波
形保持驻波特性. 而当    时, 液滴周向出现

了经向表面波, 如图红色箭头所示, 此时经向表面波

的振幅较小. 经向表面波的出现意味着液滴发生了

经向失稳, 但同时注意到经向表面波在液滴底部位

置较明显, 靠近液滴顶部位置仍然为较为平滑的纬

向表面波. 当    时, 液滴的经向表面波振幅

增加, 此时纬向表面波和经向表面波共存. 对比工况

S-A 和工况 S-B, 说明   数的增大会增加液滴经向

失稳的趋势. 此外, 施加激励后的较长时间后才会发

生经向不稳定性.
t = 23.35T

t = 23.85T

t = 24.35T

t = 24.85T t = 25.35T

当    时, 液滴经向波振幅最大, 并且存

在波峰和波谷. 在下一时刻, 处于波峰的表面波和处

于波谷位置的表面波都将向平衡位置移动. 因此, 当
 时, 液滴经向表面波处于平衡位置. 而当

 时, 原先处于波峰位置的表面波变成波谷,
而原先波谷位置的表面波变成了波峰 .  随后当

 时液滴又回到经向平衡位置, 而当 

时完成完整的液滴经向表面波的演化周期. 液滴经

向表面波演化周期大约为 2T, 即液滴经向表面波的

频率为驱动频率的一半, 这与实验结论也相对应. 经
向表面波的次谐波相应表明, 液滴在经向方向上的

界面不稳定性是一种类似于 Faraday 波的参数驱动

不稳定性. 同时观察液滴顶部纬向表面波可以发现,
此时液滴纬向表面波的周期仍然接近 1T, 即纬向表

面波仍然为简谐波.
t = 23.35T图 15 是   时刻的液滴形态及其表面处

压强分布图. 可以看出, 处于波峰位置处的经向表面

波处产生了压力集中形成经向高压区, 且同一条经

波压强从底部到顶部逐渐减小. 由经向波形态和压

强分布推断, 促使液滴经向失稳形成经向表面波的

能量集中在液滴底部, 并且越往顶部逐渐降低.
由上文分析可得液滴底部的状态在液滴界面演

化过程中具有重要的意义. 图 16是经向波半个周期
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longitudinal wave
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图 14   液滴的表面波演化 (工况 S-B)

Fig. 14    Surface wave evolution of liquid droplets (case S-B)
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t = 23.35T图 15   经向波波形和表面压力分布 (工况 S-B,    )

t = 23.35T

Fig. 15    Longitudinal wave form and surface pressure distribution
(case S-B,   )
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图 16   液滴底部的压力场和速度矢量场的轮廓 (工况 S-B, y = 0)

Fig. 16    Contour of the pressure field and velocity vector field at the
bottom of the droplet (case S-B, y = 0)
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t = 23.35T

内不同时刻下液滴底面的压强场和速度矢量场图.
压强变化周期为 1T. 当   时, 液滴底部中心

压强最高, 并向四周逐渐降低. 从速度矢量图中可以

得知, 液滴靠近底部的界面发生径向运动, 接触线向

内收缩, 这将进一步增大底部中心压强.
23.35T < t < 23.75T

t = 23.75T

23.75T < t < 24.35T

当    时, 液滴底部中心高压强

将推动液体反向运动. 波谷处因曲率更大而拥有更

高的压力势能, 因此当接触线向外移动时压力势能

转化成动能产生更高的速度. 当    时, 底部

液体流向远端导致远端压强高于内部, 且之前的波

谷处压强高于两侧. 当   时, 之前处

于波峰的表面波变成了波谷, 波谷变成了波峰, 而液

滴底面中心处压强完成了周期性的变化, 而在下个

压强周期完成时, 经向表面波完成完整的周期.
综上分析, 竖直激励振幅较大时, 首先立即出现

纬向不稳定性波, 施加激励后的较长时间后才会发

生经向不稳定性. 并且经向表面波的频率为驱动频

率的一半, 即次谐波效应. 因此猜测竖直激励下液滴

在经向方向上的界面不稳定性是一种类似于 Faraday
波的参数驱动不稳定性.

 2.2.3    径向惯性力作用下的经向失稳特性

由以前的研究可知[15], Faraday波具有次谐波效

应. 为了探明竖直惯性力下的经向波和由 Faraday
不稳定产生的表面波之间的联系, 对液滴施加垂直

于表面, 也就是径向方向的激励. 这一工作通过实验

手段较难实现, 所以用建立的径向加速度模型进行

仿真研究, 工况为 S-B.
图 17是工况 S-B径向加速度下由 Faraday不稳

定性主导的液滴界面失稳时表面波演化状态, 此时

液滴直接发生经向失稳产生经向表面波而不会产生

纬向表面波, 经向表面波具有次谐波的特性, 周期为

2T. 此时液滴界面失稳而产生的表面波与竖直加速

度下有着密切的联系. 由于加速度垂直于液滴界面,
因此液滴底部界面将完全处于径向运动状态, 在惯

性加速度作用下发生失稳形成经向表面波.

Λ = 2πr0/l l r0

在仿真结果中, 波长被定义为液滴上所有表面

波的平均波长. 根据线性理论, Faraday 表面波的波

长可以近似计算为    , 式中,     为模态数,   
为液滴半径. 从图 17 中可以看出, 液滴模态数为 8,
可得波长直径比约为 0.418. 表 5是工况 S-B不同加

速度形式下液滴经向表面波物理特征值.
  

表 5   不同加速度形式下经向波的物理特征值

Table 5    Physical characteristic values of longitudinal surface
waves in different acceleration forms

Λ/D)

Wavelength diameter
ratio (  a/D

Amplitude diameter
ratio (   )

radial acceleration 0.398 0.080

vertical acceleration 0.402 0.064

linear analysis 0.418 —

 

∆D

因此, 在同一工况下, 竖直加速度下液滴经向表

面波的波长直径比与经向加速度下及线性理论结果

下的波长直径比几乎一致, 这进一步说明液滴在竖

直加速度下的经向失稳是由 Faraday 不稳定性主导

的. 而其振幅直径比的差异可以归因于在同一   下,
一部分竖直惯性力用于维持液滴发生纬向失稳.

结合章节 2.2.2 及 2.2.3 的分析. 竖直激励下液

滴界面发生经向失稳的机制可以归结为: 竖直惯性

力通过液滴的几何特征使液滴底部径向运动, 这种

径向运动会在接触线处产生水平方向的径向力, 其
方向垂直于接触线处的液面, 从而产生 Faraday不稳

定性. 当惯性力较大超过临界条件时, 一部分径向力

用于维持纬向失稳产生纬向表面波, 另一部分将促

进形成新的失稳特征, 即液滴的经向失稳, 并且经向

表面波的频率为驱动频率的一半.

 3     结论

本文基于平板上液滴振荡实验系统结合三维数

值仿真模型研究了竖直振动平板上液滴的表面波的

演化特性, 得到主要结论如下.
(1) 基于平板上液滴振荡实验系统, 分别研究了
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图 17   径向加速度下 Faraday不稳定性引起的液滴界面不稳定性

(工况 S-B)

Fig. 17    Droplet interface instability dominated by Faraday instability
under radial acceleration (case S-B)
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液滴界面在不同激励电压和不同激励频率下液滴失

稳特性. 发现在激励电压较小, 即惯性力较小时, 液
滴表面发生纬向失稳并且形成轴对称的纬向表面

波, 并且纬向表面波的频率等于驱动频率. 增大激励

电压液滴纬向表面波振幅增加. 继续增加激励电压

到一定程度时, 液滴表面会发生经向失稳并产生经

向表面波, 经向表面波频率为驱动频率的一半. 当激

励电压足够高, 即惯性力足够大时, 液滴纬向表面波

和经向表面波会相互干涉, 此时液滴表面形状演化

趋于混沌. 频率的变化也会引起振动模式的转变, 频
率增加, 表面波模态数增加, 相应波长减小. 同振幅

下, 频率继续增加, 波形会发生从只存在纬向波模式

向纬向波叠加经向波模式的转变.

∆D

(2) 建立了滴液受迫振动的三维数值仿真模型,
对低    下液滴仿真结果中的物理场及液滴顶点位

移与惯性力相位关系的研究, 阐明了液滴形成轴对

称的周期性纬向表面波机理: 液滴表面张力和惯性

力的共同作用下, 通过液滴表面波完成不断低能量

转化和传递, 逐渐形成频率与驱动频率一致的周期

性表面波. 并且表面张力趋向于稳定液滴, 惯性力趋

向于促进液滴失稳.
∆D(3) 在高    下, 通过对液滴经向表面波形态及

液滴内部物理场进行分析, 并且结合 Faraday理论与

同工况径向加速度下由 Faraday 不稳地性主导的液

滴界面失稳产生的表面波物理特征进行对比, 阐明

液滴在竖直加速度下发生经向失稳机理: 由于液滴

的几何特征使得液滴接触线处产生径向力, 径向力

法向地作用于液滴底部界面. 当增加惯性力达到临

界条件时, 随之增加的周期性径向力使得液滴底部

界面发生变形, 并由 Faraday 不稳定性主导, 最终形

成 Faraday波即经向表面波, 并且其频率为驱动频率

的一半.
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