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摘要 本文建立了一个两侧受到约束的有限长一维颗粒系统模型, 探究了摩擦对颗粒材料耗能机制的影响. 本文

采用离散元方法研究该动力学过程中能量的耗散机理, 模型中颗粒之间、颗粒和约束之间的法向接触采用非线

性Hertz接触模型, 切向接触采用Mindlin剪切模型, 通过分析主孤立波的幅值和波速以及颗粒间接触力的衰减规

律探究颗粒材料能量耗散机制. 结果表明: 受到冲击的一维颗粒链中会产生一道主孤立波, 孤立波的幅度在远小

于颗粒间最大接触力的摩擦力作用下仍然会产生显著的衰减; 摩擦力的存在使得系统中的动态能量会在有限深

度内耗散; 此耗散深度依赖于摩擦力的大小. 根据能量传播路径上的耗散规律, 将耗散过程可分为非线性接触主

导过程、中间过程、摩擦和接触混合主导过程三个阶段, 分别分析了每阶段相应的力学机制.
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1 引言

颗粒材料的研究有悠久的历史, 其应用涉及人类

社会的许多方面, 在很多工程问题中有重要意义
[1,2].

由于不规则的颗粒形貌, 颗粒间存在很强的接触非线

性; 颗粒间随机排布并存在摩擦力, 使得颗粒材料表

现出独特的力学性能. 颗粒材料具有很强的防冲击吸

能能力, 过去的大量研究主要关注力在颗粒材料体系

中的传播与耗散, 解释颗粒材料传递载荷的机制: 例

如, 颗粒材料的抗冲击特性以及承载载荷的能力
[3–5],

微扰下宏观摩擦系数、黏滑效应、记忆效应等, 冲击

下的耦合动力学特性
[6–15], 以及剪切时的颗粒尺度排

布问题
[16–21]. 对于这类颗粒材料的数值模拟和实验研

究, 虽然已经获得了大量规律性的、经验性的认识,
但仍缺乏对其在动态冲击响应下的力学机制理解. 由

于系统的无序性以及复杂的非线性, 给颗粒材料的动

态耗散性能研究带来了困难, 尤其是缺少成熟的理论

模型, 导致人们对该材料防冲击能力的理解尚不完整,
缺乏对力和能量在颗粒材料中传播机制的研究.

由于颗粒材料系统中复杂的排列与接触关系, 系
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统中形成了大量的摩擦对, 进而耗散材料受到的外部

载荷(功). 研究表明, 在颗粒材料中力主要沿着力链传

播
[22–26], 通过离散元数值模拟和实验光学观测可以获

得力链的形成原因和结构. 力链通常由一列排列紧密

的颗粒构成, 在受力时结构稳定, 几乎不会发生位置

变动, 而力链以外的颗粒则大多处于无接触力的状态.
一维颗粒系统很早之前就受到广泛关注, 有大量

理论和实验方面的工作对其进行了深入研究. 在无摩

擦一维系统受到冲击时, 系统中会形成一个宽度、幅

值和传播速度都保持恒定的波, 称为孤立波, 其性质

与应用有着广泛和重要的作用. 例如, 对一维颗粒系

统与弹性体接触问题的研究
[27–32], 包括与有限厚度平

面、梁和板壳等弹性体的接触问题, 观察其反射波的

性质如何受影响; 利用孤立波在一维颗粒链上传播与

反射特性而进行的无损探测的研究
[33–36], 可以通过反

射波与入射波的对比和时间差等特性推测与其接触弹

性体的物理特性; 以及利用周期性改变一维颗粒系统

而控制孤立波的传播的研究
[37–41], 即通过调整颗粒材

料、大小等使得幅值、宽度和波速维持稳定的孤立波

发生显著的衰减或色散行为, 亦或是限制某些频率的

声波的传播等一系列应用.
一方面, 由于三维颗粒系统的复杂性, 在实验上难

以通过有效的观测手段测量接触力、变形、位移和速

度等物理量; 另一方面, 由于系统存在很强的非线性,
数值计算往往需要庞大的计算量, 所以许多研究采用

二维颗粒系统, 探索力和能量在其中的传播机理. 例

如, 在实验上通过光学的方法观察颗粒的变形和位移,
以及在数值计算上利用分子动力学软件计算整个动力

学过程. 此类工作皆观察到了在受力时系统中力链的

存在和构成, 其形成机理也有相应的理论研究进行探

索. 由于构成力链的颗粒没有很高的惯性力, 所以力

链在承载和传播外载荷的同时不会产生显著的位移,
除非力链破坏与再生成, 颗粒系统发生流动, 表现出类

似流体的性质. 然而此类的许多研究并不能明确力链

的作用机理, 在理论上也很难有深刻的认识. 在过去

许多研究人员探究了孤立的一维颗粒系统对能量耗散

的作用和机理, 然而无论是从实验上还是实际应用上,
一维颗粒链也总会不可避免地与周围环境发生接触,
产生相互作用.

力链的形成和破坏与颗粒材料所表现的宏观力学

性能关系密切. 在过去对于一维力链上孤立波的研究

中, 忽略了外部环境对球链的摩擦耗散影响. 然而, 真
实的颗粒材料体系中, 力链并非孤立存在, 周边颗粒对

力链中的颗粒通过接触力形成摩擦作用, 这对三维颗

粒材料中的能量耗散具有非常大的影响. 因此, 力链

上摩擦对能量耗散的内在力学规律具有重要的意义.
本文主要研究外部摩擦作用对该一维力链的耗散作

用, 给出摩擦对波的传播速度、耗散深度以及波能量

的传播效率的影响规律.

2 模型介绍

本文将建立一个有限长度受约束和冲击的一维颗

粒系统模型, 通过数值计算的方式研究其动力学响应,
以探究摩擦力对颗粒材料能量耗散性能的影响. 数值

计算所建立的模型如图1所示. 模型由N个半径为R的
颗粒排列组成(在下文的计算中 , 根据需要N采用

2 5 – 2 5 0之间的整数 ) , 质心的初始位置坐标为

x i R y i N= (2 1) , = 0, = 1, 2, ...,i i , 两侧有关于y = 0对
称的刚性平面与颗粒接触. 左侧首个颗粒不受两侧刚

性平面的约束, 在初始时刻以速度V0冲击第二个颗粒.
动力学响应不考虑重力的作用.

颗粒之间、颗粒与刚性平面之间的法向接触力的

计算采用Hertz接触模型. 在小变形条件下, 这些接触

力由接触点的等效刚度和压缩位移决定
[42,43]. 即

F = , (1)ij ij
(n)

n

3
2

其中, R r= 2ij ij, r r r=ij i j. Kn为等效接触刚度, 由颗

粒的材料性质和几何特性决定 . K = ( + )n 1 2 ×

R R( + )1
1

2
1 1/2, 其中 1和 2是两互相接触物体的等效杨

氏模量, Y= 3(1 ) / (4 )2 , ν为材料泊松比, Y为材料

杨氏模量. R1和R2是两互相接触物体的等效半径. 类比

式(1), 颗粒与墙壁之间的压缩位移由法向压力Fy决

定, F F K=i y iw
(n)

n w

3
2 .

当颗粒与刚性约束之间发生剪切相对位移时, 由

于摩擦力的存在, 接触点会发生剪切变形. 剪切变形

与摩擦力之间的关系采用Mindlin剪切模型
[42,43], 即

F K t= , (2)i i iw
(t)

t w

1
2

w

其中, tiw为颗粒与刚性约束之间的剪切相对位移, Kt为
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等效剪切刚度, 文献中通常选用K K= 2 / 7t n
[41,42].

摩擦力的最大值采用库仑摩擦极限, 即

F µF , (3)i iw
(t)

w
(n)

其中 , μ为库仑摩擦系数 . 结合式 ( 1 ) – ( 3 )可得

t µ7 / 2i iw w , 即剪切位移的最大值由摩擦系数与法

向接触位移确定(图2). 由于此极限, 剪切位移需要通

过增量法求得, 即

t xd = d , (4)i iw

其中, xd i为第i个颗粒在x方向的位移改变量.
建立每一个颗粒的运动微分方程, 即

m r
t F r r rd

d = ( , , ), (5)i
i i i i

2

2 1 +1

其中, m为颗粒的质量; Fi为每一个颗粒受到的合外力,
根据式(1)和(2)可知, Fi可由位移确定

F

F i

F F F i N

F F i N

=

, = 1,

+ + 2 , 1 < < ,

+ 2 , = .

(6)i

i i

i i i i i

i i i

, +1
(n)

, +1
(n)

, 1
(n)

w
(t)

, 1
(n)

w
(t)

本文选取文献[37]的实验条件, 以石英圆球的材料参

数和几何参数作为数值计算模型的数据, 如表1所示.
使用中心差分法求解方程(5)即可得到系统的动力学

响应. 为提高计算精度和减少数值积分误差, 数值计算

采用的时间步长为2×10−8 s.
在本文所采用的计算模型中, 设置摩擦系数为0

时, 系统将退化成一维无摩擦系统. 图3展示了一个

N = 80的一维无摩擦系统在V0 = 0.88 m/s的冲击作用

下的动力学响应, 提取了i = 10和i = 70两个位置的速

度时间曲线 , 如图 3 ( a )所示 . 两颗粒之间的距

离D R= 120 , 孤立波经过两点之间的时间差为T, 由此

可计算出孤立波在其中传播的速度, 记为v D T= /s . 图
3(b)给出了该系统的“速度-时间”云图, 显示能量以固

定速度传播, 且其在传播过程中并没有耗散. 孤立波

波速的定义值
[27]

为

v F
R= 6

5 , (7)s

1
2 m

2 2

1
6

其中, ρ为材料密度, Fm为相邻两颗粒接触力的最大值.
由式(7)计算的波速理论近似值为686.3 m/s, 而数值计

算值为694.6 m/s. 该验证性计算所得波速与理论值一

致, 可证明本文数值模拟的准确性.
研究表明, 系统的初始横向约束力F0能够对系统

的特性产生显著的影响, 当Fm远远大于F0时, 系统具

有很强的非线性
[44–46]. 当摩擦力不存在时, 系统中由

冲击产生的孤立波以恒定的波宽和波速传播, 此时波

速取决于Fm和F0的大小. 然而, 当F0远小于Fm且在很

小的范围内改变时, 它对冲击产生的孤立波在系统中

的传播起到很小的作用
[44,46], 且对下文将要讨论的摩

擦造成的耗散作用影响也很小, 因此本文不讨论F0的
作用.

控制两刚性约束之间的距离, 使其略小于颗粒直

径2R时, 颗粒与刚性约束之间将产生一对平衡的法向

图 1 (网络版彩图)本计算所采用的一维颗粒链模型示意图
Figure 1 (Color online) Schematic illustration of the one-dimensional
particle chain in this study.

图 2 (网络版彩图)接触点剪切变形增量示意图
Figure 2 (Color online) Schematic illustration of the shear deforma-
tion increment at each contact point.

表 1 本文使用的材料参数

Table 1 Material properties used in this article

参数 数值

密度ρ (kg/m3) 2200

半径R (mm) 9

杨氏模量Y (GPa) 72

泊松比ν 0.17

法向接触刚度Kn (N/m
3/2) 3.3×109
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压力Fy. 在库仑摩擦的作用下, 若颗粒的质心发生了横

向位移, 颗粒与刚性约束之间将会产生摩擦力, 若摩擦

力到达库仑摩擦极限, 接触点将会发生滑移. 在本节的

所有数值计算中, 初始条件为一个不受约束的颗粒以

初速度V0 = 0.88 m/s冲击受约束的一列颗粒.
值得说明的是, 许多研究已经对初始横向约束力

F0对一维无摩擦系统中孤立波传播的影响做出了完备

的论述
[44–46]. 该系统颗粒间的非线性接触力是系统独

特动力学特性的关键, 当F0远远小于Fm时, 系统仍然

保留了很强的非线性, 此时F0对系统响应的影响非常

小. 同理, 本文施加在一维颗粒系统上的外力——法

向压力Fy、切向摩擦力最大值μ·Fy——相对于Fm都非

常小. 另外, 颗粒材料由堆积所累积的重力势能是影响

颗粒材料性质的重要指标
[2]. 当颗粒材料没有受到外

力作用时, 在内部也会产生由重力所产生的静水压力.
本文所设置的数值计算外力条件为Fy相当于101–102

倍颗粒自重, 即相当于颗粒材料在无外力作用下在

101–102层堆积高度的环境压力, 这在实际应用中显然

是属于“微小摩擦力作用”.

3 结果与讨论

对于一维颗粒链, 外部冲击会首先形成主孤立波,

随后由于外部作用或者颗粒链内部多次作用形成多道

次孤立波, 但总体上能量由主孤立波携带传播. 由于系

统各处都存在摩擦力, 主孤立波所携带的能量会随着

滑移而耗散, 相比无摩擦系统, 主孤立波能量和颗粒

间接触力随着传播距离迅速降低. 本文针对各关键物

理量在摩擦损耗作用下的变化规律展开讨论.

3.1 摩擦力对能量传播的影响

本文研究了摩擦力对能量传播的影响. 在该系统

中, 可以通过改变法向压力Fy和摩擦系数μ来控制摩擦

力的大小, 并且该摩擦力远小于颗粒间最大接触力. 颗
粒的“速度-时间”云图可以直观地展示能量在系统中

的传播轨迹与衰减程度. 冲击波在摩擦力作用下有一

个明显的耗散深度. 同时, 本文也可以提取并观察接

触力、颗粒速度和波速等关键物理量, 这些都可以说

明系统中的能量衰减情况.
图4展示了N = 80, Fx = 0 N, 摩擦系数μ = 0.3, Fy =

2, 4, 6, 8 N时系统的速度云图. 在摩擦力的作用下, 由
冲击给系统输入的能量在传播的过程中有显著的衰

减. 不同于孤立一维力链上孤立波的恒定传播速度, 摩
擦条件下, 孤立波随着能量衰减, 其传播速度也有所减

慢. 通过对比不同Fy条件下的动力学响应发现, 随着法

向约束力的增大, 上述衰减效应增大. 同时, 能量的传

图 3 (网络版彩图)通过计算无摩擦一维模型中孤立波波速验证所提数值计算模型的可靠性. (a) 孤立波经过颗粒链两基准点
的时间差T; (b) 上述孤立波传播云图, 其传播轨迹的斜率代表波速
Figure 3 (Color online) A verification of our model by calculating the solitary wave speed in a non-friction one-dimensional model. (a) Time
difference T takes for the solitary wave to pass between the two datum points; (b) image map of particle velocity profile in spacial and transient
domains, and the slope represents the propagation velocity.

王志超等. 中国科学: 物理学 力学 天文学 2024 年 第 54 卷 第 5 期

254616-4



播有着深度的限制. 第一道波(主波)携带了绝大多数

的能量, 并且在传播的过程中逐渐衰减至完全耗散.
将主波消失的位置定义为能量传播的极限深度. 由于

接触点有剪切变形, 当能量经过每个颗粒时不仅被摩

擦损耗, 也会以剪切变形势能存在于接触点, 进而形

成幅度较小的震荡. 由于该残留能量相对较小, 本研

究在这里忽略此效应.
对于一维颗粒链系统产生孤立波的研究中不乏一

些对“次波”和“列波”的研究. 在无摩擦系统中, 无论何

种初始条件,其产生次孤立波的条件总是:系统初始位

置仍有动量输入系统. 例如, 在颗粒链初始位置长时间

持续施加外力, 颗粒链由较大质量物体冲击, 以及由于

边界条件约束导致初始位置存在颗粒反复撞击发生

等.然而条件较为特殊的一种情况为:与颗粒链构成成

员同质的撞子在额定速度内(系统仍满足小变形条件)
冲击颗粒链, 则在无摩擦条件下该撞子并不会激发次

孤立波. 这一点可以由动量定理推导得出, 也可以通

过简单的实验或数值计算得到. 在本文的所有数值计

算中, 能够产生次孤立波的原因是: 颗粒链任何一个

位置都与边界存在摩擦, 因而可达成产生次孤立波的

动量条件. 当主孤立波经过某一颗粒后, 尽管颗粒不

会再向前发生滑动, 但是其与边界的接触和变形所储

存的弹性势能会使其在平衡位置附近反复振动, 这个

振动导致颗粒间再次碰撞和挤压. 由于本文所设置的

库仑摩擦阈值非常低, 颗粒本身存储的弹性势能不足

以使之再发生滑移, 因此次孤立波不会产生能量损耗,
由剪切接触模型也可以推算出其中所包含的动能和弹

性势能也微乎其微. 因此本文不再讨论.
图5基于颗粒最大速度、孤立波传播速度、颗粒

间最大接触力等物理量, 展示了主波的耗散规律. 结果

表明, 上述物理量在摩擦力的作用下随着在链中的传

播有显著的衰减, 且随Fy的增大, 这种衰减增强.

图 4 (网络版彩图)不同法向压力时主孤立波传播的“速度-时间”云图. (a) Fy = 2 N; (b) Fy = 4 N; (c) Fy = 6 N; (d) Fy = 8 N
Figure 4 (Color online) The “partical speed-time” cloud maps of the main solitary wave under different normal forces. (a) Fy = 2 N; (b) Fy = 4 N; (c)
Fy = 6 N; (d) Fy = 8 N.

王志超等. 中国科学: 物理学 力学 天文学 2024 年 第 54 卷 第 5 期

254616-5



类似地, 随摩擦系数的增加, 能量衰减增强, 图6为
N = 80, Fx = 0 N,摩擦系数μ = 0.1, 0.3, 0.5, 0.7, Fy = 4 N
时系统的速度云图. 与法向压力Fy同样, 较大的摩擦系

数意味着较大的库仑摩擦力阈值, 在该摩擦力作用下,
由冲击产生的主孤立波发生了显著的衰减. 该现象一

定程度反映了材料颗粒系统的冲击吸能特性. 图7基
于最大速度、主波的传播速度、颗粒间最大接触力等

物理量, 展示了主波的耗散规律. 结果表明, 上述物理

量在摩擦力的作用下随着在链中的传播有显著的衰

减, 且随摩擦系数μ的增大, 这种衰减增强.

3.2 主孤立波的传播距离

本节探究了主孤立波传播的极限深度与系统摩擦

之间的关系. 由于孤立波的波速随幅值减小而减小的

特点, 本文定义当出现以下两个特征时认为主孤立波

消失:
(1) 当主孤立波的幅值低于数值计算极限时;
(2) 当第二道弹性波与主孤立波到达同一位置时.
经过验证, 当发生以上任一情况时, 主孤立波的幅

值已远远小于初始幅值, 可以认为其所携带的能量完

全耗散. 图8展示了颗粒与刚性约束之间的库仑摩擦

极限——法向压力Fy与摩擦系数μ的乘积与主孤立波

传播深度之间的关系. 在这一组模拟中,分别设置摩擦

系数μ = 0.1, 0.3, 0.5, 0.7,法向压力Fy = 2, 4, 6, 8 N的不

同组合共15个边界条件(除μ = 0.1且Fy = 2 N), 计算并

找到主孤立波耗散殆尽的位置. 在这一范围内, 发现传

播深度和摩擦力之间近似满足反比关系. 当摩擦力继

续增大时, 系统可采用图9中所描述物理模型, 主孤立

波的传播深度并不会无限减小至0, 因为颗粒系统中能

量的吸收与耗散有赖于多个接触摩擦对.

图 5 (网络版彩图)关键物理量在法向压力Fy作用下的损耗变化规律. (a) 波传播轨迹; (b) 颗粒速度峰值; (c) 孤立波波速; (d)
颗粒间最大接触力
Figure 5 (Color online) Dissipation change law of some physical quantities influenced by the normal force Fy. (a) Wave trajectory; (b) particle peak
velocity; (c) solitary wave velocity; (d) maximum contact force.
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3.3 能量传递规律

本节探究了能量在颗粒系统中的传播机制. 无摩

擦一维颗粒系统的理论研究已较为完备. 式(6)描述了

由高度非线性接触主导的动力学响应中波速与最大接

触力的对数关系. 对比无摩擦系统, 由于摩擦耗散的作

用, 孤立波在衰减到不同强度情况下会遵循不同的传

播规律.
图10和11探究了摩擦力存在的情况下波速与最大

接触力的关系的演化过程. 在主波生成后在链首传播

过程中, 如图10和11中曲线右上部分, 波速与最大接

触力的关系符合式(7)所描述的关系. 随着主波沿链传

播, 波速和最大接触力衰减, 两者之间的关系也不符合

式(7), 如图10和11中曲线中间部分. 当主波衰减至即

将消失时, 在同一法向压力Fy不同摩擦系数μ条件下,

波速与最大接触力的对数关系回归到一条直线上, 如

图11中曲线左下部分所示; 而不同的法向压力Fy条件

则会导致波速与最大接触力的对数关系符合不同的直

线关系, 如图10中曲线左下部分所示.
当主波衰减至即将消失时, 波速和最大接触力之

间的对数关系将偏离式(7), 而这一关系因法向压力Fy
的不同而不同. 这种规律可通过图9所示物理模型解

释. 颗粒可用刚体代替, 颗粒之间的接触力可用非线

性弹簧K ( )代替, 由Hertz接触规律可知, K ( )由两相邻

颗粒之间的接触位移 决定. 由于颗粒与刚性约束平

面之间存在法向压缩, Fy对接触点的接触变形大小有

直接影响, 根据Mindlin接触模型, Fy对线性弹簧的刚

度有直接的影响, 颗粒与刚性约束平面之间的剪切力

可由线性弹簧K F( )y 代替. 当Fy改变了线性弹簧的刚度

图 6 (网络版彩图)不同摩擦系数时主孤立波传播的“颗粒速度-时空”云图. (a) μ = 0.1; (b) μ = 0.3; (c) μ = 0.5; (d) μ = 0.7
Figure 6 (Color online) The “partical speed-time” cloud maps of the main solitary wave under different frictional coefficients μ. (a) μ = 0.1; (b) μ =
0.3; (c) μ = 0.5; (d) μ = 0.7.
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时, 颗粒在第三阶段的动力学方程就会有所不同, 从而

使波的传播回归到不同的对数直线关系上去. 相对而

言, 摩擦系数μ的改变并没有改变线性弹簧的刚度, 颗

粒在第三阶段的动力学方程保持一致. 值得注意的是,
库仑摩擦阈值的增大使得颗粒在更高速时进入第三阶

段运动规律. 将系统简化为图9所示线性弹簧与非线性

弹簧耦合作用的物理模型需要以式(2)为依据. 当颗粒

发生滑动摩擦时, 其剪切力的大小维持在极值并与运

动方向相反; 当滑移不会再发生时, 该静摩擦可等效

成线性弹簧. 当波在耗散的初期波速和接触力较大时,
摩擦力在动力学方程中的影响很小, 其大小相对于颗

粒间的接触力非常小, 所以在这个过程中起主导作用

的是颗粒间接触力. 由图10和11中曲线可知, 通过求

解图11所示物理模型可得波速和最大接触力之间的对

数关系所符合的直线规律.

图 7 (网络版彩图)关键物理量在摩擦系数μ作用下的损耗变化规律. (a)波传播轨迹; (b)颗粒速度峰值; (c)孤立波波速; (d)颗
粒间最大接触力
Figure 7 (Color online) Dissipation change law of some physical quantities influenced by the frictional coefficient μ. (a) Wave trajectory; (b) particle
peak velocity; (c) solitary wave velocity; (d) maximum contact force.

图 8 (网络版彩图)库仑摩擦阈值与主孤立波传播深度的关系
Figure 8 (Color online) Relationship between the Coulomb friction
threshold and the finite propagation depth of the main solitary wave.
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在主波传播过程中, 其所携带的初始能量大部分

被摩擦力耗散. 如图12所示(N = 80, Fy = 6 N, μ =
0.3), 当孤立波耗散到不足以驱动颗粒链产生滑移时,
摩擦力不再做功, 系统因此成为保守系统, 剩余能量

以动能和弹性能的形式残留在系统中.
摩擦力大小显著影响单位长度上能量的耗散率,

如图13所示. 当外部冲击带来的能量经过系统中的每

个位置时, 由于颗粒和刚性约束之间的滑移所造成的

摩擦耗散能量等比减少, 并且在一段距离(耗散截止距

离)后不再发生滑移. 可以看出, 该耗散截止距离随摩

擦力的增加而减小.
本文考虑外部作用建立了新的一维力链模型, 能

够在一定程度上体现系统的宏观响应与环境/力链相

互作用之间的关系. 结果表明, 摩擦对能量耗散的显著

作用体现为能量快速耗散最终消失的物理过程. 通过

该模型, 探索了摩擦力影响孤立波传播的动力学机制,

图 9 切向变形低于库仑摩擦极限的物理模型
Figure 9 A physical model while tangential deformation below the
Coulomb friction threshold.

图 10 (网络版彩图)不同法向压力下的“波速-最大接触力”
对数图
Figure 10 (Color online) Logarithmic relation of wave velocity and
maximum contact force under various values of normal force.

图 11 (网络版彩图)不同摩擦系数下的“波速-最大接触力”
的对数关系图. (a) Fy = 4 N; (b) Fy = 8 N
Figure 11 (Color online) Logarithmic relations of wave velocity and
maximum contact force under various vaules of the frictional
coefficient. (a) Fy = 4 N; (b) Fy = 8 N.

图 12 (网络版彩图)各种能量占比随时间演化规律
Figure 12 (Color online) Evolution law of energy ratios over time.
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分析了能量传递深度与所施加外部摩擦力的关系. 本

文对于探究颗粒材料摩擦耗能机制具有一定意义.

4 结论

本文建立了受外力约束的一维颗粒链模型, 探究

了摩擦力对一维颗粒系统冲击耗散的影响作用, 主要

的结论如下.
(1) 摩擦力对外部冲击产生显著的耗散作用, 波速

和颗粒间最大接触力都会随传播而快速衰减, 外部冲

击存在有限的传播深度. 传播深度与库仑摩擦极限

Fy·μ成近似反比关系.
(2) 外部冲击在颗粒系统中的传播过程中, 所携带

的绝大部分能量由摩擦耗散, 仅一小部分能量以动能

和弹性能的形式存留在颗粒中. 主孤立波幅值越大,
因摩擦所耗散的能量越多, 幅值衰减至库仑摩擦极限

以下则不会再发生摩擦耗散, 颗粒也不再发生滑移.
(3) 主波传播与耗散过程中波速和颗粒间最大接

触力存在对数关系, 该关系可将主波传播分为三个过

程: 非线性接触主导过程、中间过程、摩擦与接触混

合主导过程. 波速和颗粒间最大接触力的对数关系逐

渐偏离式(7), 最终回归到新的由法向压力Fy决定的线

性关系.
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In this work, we used a one-dimensional particle system with finite length to study the effect of friction on energy
propagation in granular materials. Normal contact forces acting between particles follow the nonlinear Hertz contact law,
while the tangential shear forces acting between particles and plates follow the Mindlin shear force law. To simulate the
wave propagation through the particle chain, a center difference method is applied, and the kinetic equation is directly
solved by the discrete element method. With this model, we observed a primary solitary wave produced when a striker
collides with the second particle, and the wave dissipates nonlinearly with the travelling length even when tangential
frictional forces between particles and rigid boundary are very small. Energy dissipation in granular materials can be
deduced by comparing the amplitude and velocity of the main solitary wave and the maximum contact force between
particles. The results show that the primary solitary wave will dissipate rapidly and eventually disappear within a finite
distance in the one-dimensional chain, even though the frictional forces are much smaller than the average normal contact
forces between particles. This finite distance depends on the frictional forces. As the wave propagates, three stages,
including nonlinear collision stage, transition stage, and friction-collision mixed stage, can be distinguished using the
relation between wave speed and maximum contact force.

granular materials, frictional dissipation, impact energy, nonlinear contact
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