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B06 

紧致型整体光滑因子及低耗散五阶 WENO-

ZN 格式研究 
周彪 1,2，申义庆 1，2 

（1 中国科学院力学研究所高温气体动力学重点实验室，北京海淀区 100190;  

2 中国科学院大学工程科学学院，北京 100049） 

摘要： WENO(Weighted essentially non-oscillatory)格式能较为准确捕捉可压缩复杂流场的

流动细节,是近年来高精度激波捕捉格式的突出代表，自提出后在超声速流动中得到了广泛

的发展和应用。由于受使用模板和光滑因子的限制，WENO 格式存在临界点降阶的问题。

为了提高 WENO 格式高阶临界点（≥2 阶）附近精度以更准确捕捉复杂流场中的流动细节，

Shen 等[11]提出了一种新的 WENO 权值计算方法，构造了高阶的 WENO-ZN 格式，如五阶

WENO-ZN 格式能将二阶临界点的精度提高到五阶。本文提出利用紧致格式的概念，构造

了具有十阶的紧致型整体光滑因子，从而使得新格式（WENO-ZNc）在不增加模板点的情

况下对一阶、二阶及三阶临界点，均能提高到五阶精度。为保持 ENO 特性及出现间断时不

影响光滑区紧致整体光滑因子的有效性，发展了利用紧致整体光滑因子的间断判别方法，

在 WENO-ZNc 格式的框架下，光滑区采用紧致整体光滑因子，间断区将紧致整体光滑因子

替换为显式整体光滑因子（即 WENO-ZN 格式），保证了光滑区（含高阶临界点）的高精度

低耗散优势。数值结果表明，改进格式在激波捕捉方面具有鲁棒性，且有较高的精度和收

敛速度，降低了数值耗散，同时新格式能大大提高对复杂小尺度结构的分辨率。 

关键词： WENO 格式，临界点，整体模板光滑因子，间断判别方法；高精度低耗散； 

 

0  引  言 

加权基本无振荡（WENO）格式由于其

优越的激波捕捉性能和高精度特点，经过不

断地改进和发展，已在含激波等复杂流场的

计算中获得广泛应用。WENO 格式是由 Liu

等[1]在无振荡格式（ENO）构造思想的基础

上首先提出，利用 ENO 候选模板的凸组合，

使得数值通量近似于更高阶的精度。Jiang和

Shu[2]提出了经典的 WENO-JS 格式，构建了

任意阶 WENO 格式子模板光滑度和权值计

算的一般框架，能获得更好的精度。 

Henrick 等[3]指出，WENO 格式在一阶

临界点处存在降阶问题，并通过引入一个映

射函数，构造了 WENO-M 格式。Feng 等[4, 

5]通过采用更好的映射函数将原始权值映射

到更优值，改进 WENO-M 高阶临界点精度，

但 WENO-M 格式存在着权重算子复杂，计

算量大，长时模拟误差增大等不足。Borges

等[6]提出构造整体模板光滑因子以提高权

函数计算精度，从而发展了WENO-Z格式。

因为 WENO-Z 格式使用的整体模板光滑因

子构造的权函数能直观地判别格式的计算

精度，因而出现一些高阶整体光滑因子的构

造方法及相应格式[7-9]。后来，Borges 等[10]

也引入了调节防止分母为 0 的敏感性因子𝜖

改进临界点精度的方法，但会出现量纲不匹

配问题。尽管这些改进格式可部分改善计算

效果，但是会降低求解间断问题的鲁棒性。

另外，Shen 等[11](2020)基于八阶整体光滑度

量因子𝜏8，利用局部光滑度量因子组合函数

替换用于计算权重的常数 1，构造了 WENO-

ZN 格式，保证了 ENO 属性和激波捕捉的鲁

棒性，有效地提高了二阶临界点的计算精度。 

另一种优化 WENO 格式的方式是将其

与线性格式或紧致格式等混合，混合格式比

WENO 格式表现出了低耗散、高精度的优势，

但实现两种子格式自动切换的间断判别方

法仍值得深入研究，目前的方法[12-18]多会引

入问题相关和网格步长相关参数，带来精度

的降低和鲁棒性的降低。Shen 和 Zha[19]利用
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子模版光滑因子构造了不含人为的、问题相

关参数的间断判别因子 ，但其会将二阶

临界点误判为间断。Shen 等[20]随后提出了

改进的间断判别因子 ，但在更高阶（如三

阶）临界点附近会误判为间断。 

本文在分析以往五阶 WENO 格式精度

的基础上，通过紧致方式构造十阶整体模板

光滑因子，并利用该光滑因子构造了新的间

断判别方法，在此基础上发展了五阶

WENO-ZNc 格式。数值结果表明，该格式保

持了 WENO-ZN 格式良好的激波捕捉特性

和鲁棒性的同时，进一步提高了高阶临界点

精度，降低了数值耗散，提高了对复杂涡系

结构的分辨率。 

1  数值方法 

从一维双曲守恒方程出发： 

                (1) 

通量函数𝑓(𝑢)可分裂为f(u) = f+(u) +

f−(u)，其中，𝑓+(𝑢)/𝑑𝑢 ≥ 0, 𝑓−(𝑢)/𝑑𝑢 ≤ 0。

Δ𝑥为均匀网格空间步长，方程的半离散化形

式为 

            (2) 

该处以𝑓+(u)i+1/2数值通量为例，省去

‘+’。 

1.1 WENO-JS 格式 

五阶 WENO 格式的通量可写为 

                    (3) 

其中 𝑞𝑘 为子模版 𝑆𝑘
3 = (𝑖 + 𝑘, 𝑖 + 𝑘 −

1, 𝑖 + 𝑘)上的 

三阶通量，形式为 

    (3) 

Jiang 和 Shu 计算权值𝜔𝑘 

       (4) 

𝐼𝑆𝑘为局部光滑度量因子（LSI），用于衡

量子模版𝑆𝑘
3相对光滑度,c0 = 0.1，𝑐1 = 0.6，

𝑐2 = 0.3为五阶迎风格式的理想权值。为避

免𝜖影响 ENO 特性，本文取𝜖 = 10−40（双精

度下最小正数的平方根）。 

Jiang 和 Shu 提出了局部光滑度量因子

（LSI）为 

    (5) 

（LSI）具体形式为： 

   

(6) 

对 𝐼𝑆𝑘在 𝑥𝑖处 Tayler 展开以便分析

WENO 格式特性 



第六届全国流固耦合与非定常流体力学学术会议 

106 

 

           （8）

Shen 等[24]提出可采用如下的公式计算

子模板光滑因子， 

                (9) 

其中𝑓𝑘
(𝑙)
为子模版上𝑙阶差分, 

          

（10） 

如𝛾1 = 1，𝛾2 = 13/12，则为光滑因子

（7）。 

在文[3]中，Henrick 推导了五阶收敛充

要条件    （11） 

其中𝐴𝑘为𝑞𝑘的 Tayler 展开∆𝑥3阶的系数，

𝜔±分别为𝑓𝑖±1/2的权值，简化得出充分条件

为： 

               (12) 

1.2 五阶 WENO-Z 格式 

文[6]通过构造整体光滑因子（GSI）𝜏5计

算权值提出五阶 WENO-Z 格式 

           (13) 

其设计的𝜏5 = |𝐼𝑆2 − 𝐼𝑆0|，对其 Tayler

展开得到， 

 (14) 

由此，可以得到 

       (15) 

Borges 指出，对于含间断解，增大 q 使

得耗散增大。由于求解激波问题中 WENO-

Z 的低耗散需求比临界点附近收敛阶重要，

一般取𝑞 = 1。 

1.3 几种五阶 WENO-Z 型改进格式 

（1）WENO-ZA：Liu 等[21]的权值构造

方法 

           (16) 

函数 A 为 

           (17) 

全局光滑因子定义为： 

         

(18) 

（2）WENO-D/A：Wang 等[22]的权值构

造方法， 

        (19) 

其中 

 

WENO-A 是对 WENO-D 的修正，权值

为 

       (20) 

显然𝜙与𝑓尺度相同，不同的参考值会

使得 WENO-D/A 丧失自相似性，出现非物

理振荡。 
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（3）WENO-ZN：Shen 等 [11]构造了

WENO-ZN 格式，从 WENO-Z 的𝛼𝑘出发，

将其常数 1 用独立于𝑘的函数 C 替代，其形

式为， 

   (21) 

D 为常数，本文取 D=10，且选用整体

模板上的最高阶导数作为整体光滑因子，有

整体光滑因子 

 

 (22) 

则未归一化权值𝛼𝑘为 

           (23) 

对于整体光滑因子 ，Tayler 系数展开

为 

           (24) 

代入公式（23）,有 

                               (25) 

则新权值在一阶临界点满足五阶收敛

充分条件，在二阶临界点 q=1 时达到四阶精

度，q=2 时具有五阶精度。 

对函数 C 进行 Tayler 展开分析，有 

       (26) 

即在光滑区 C 远远大于（22）中的第二

项，使格式权值更接近理想权值，从而减小

了光滑区的数值耗散。 

而如果整体模板含间断，C≪1，𝛼𝑘的大

小主要取决于（22）第二项，含间断模板归

一化权值将接近于 1，保证了 ENO 特性。 

1.4 新型 WENO-ZNc 格式 

通常，利用五个点及系数待定法，可以

获得四阶导数的逼近，即 

(27) 

假定已求得𝑖点的一阶导数值 ，则利

用紧致格式的思想，我们可以获得一个五阶

导数的逼近为 

                             

                              (28)  

为了不增加节点及不影响 的精度，

我们可利用二对角紧致公式 

(29) 

计算 的值。 

在边界处(𝑖 = 0)，可利用六阶差分计算 

   (30) 

利用待定系数法，可求得整体模板内节

点𝑖的五阶差分为： 

                               (31) 

最终得出紧致型五阶整体光滑因子𝜏10

形式为 

 (32) 

新格式未归一化权值𝛼𝑘由下式计算： 

           (33) 

1.5 WENO-ZNc 格式的特性讨论 

（1）对于整体光滑模板，Tayler 系数展

开为 

       (34) 

代入公式（31），有 

  (35) 

由此，新权值𝜔𝑘在一阶和二阶临界点附

近满足五阶收敛充分条件，在三阶临界点附

近 q 取 1 时能达到四阶精度，q 取 2 时满足

五阶充分条件。 

（2）存在间断的情况 

当计算区域存在间断时，紧致格式(28)

计算的一阶导数值将会产生非物理振荡，从
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而将影响后面节点的 的精度。因此需要

对存在间断的情况做相应的处理。 

首先，我们分析文[21]中提出的（显式）

整体光滑因子 ，其形式为 

   (36) 

Tayler 展开得 

 

(37) 

𝜂7是∆ 𝑥的七阶小量，因此，只要不是三

阶 临 界 点 ( 的 点 ）， 即

最小是∆ 𝑥的六阶小量，即有 

                       (38) 

在三阶临界点，𝜂7和𝐼𝑆𝑘具有相同的量

级(𝑂 (∆ 𝑥8))，因此不能判定他们之间的大小。 

本身即为整体模板五点信息构造的

五阶差分的平方，能一定程度反映整体模板

间断信息。若该模板𝑆5上存在间断，间断落

在任意子模板𝑆𝑘(𝑥𝑖+𝑘−1, 𝑥𝑖+𝑘 , 𝑥𝑖+𝑘+1) ,𝑘 =

0,1,2上，都会使 得到一个大值，而不含间

断的光滑子模板，其光滑因子仍为一小量，

因此有 

            (39) 

由于间断的存在，利用紧致格式计算导

数值𝑓𝑖
′可能会产生较大的误差，且该误差会

传播到下游的计算，因此即使在远离间断点

的光滑区域， 的精度都将受到影响。另一

方面，将造成：即使在光滑区域， 也可能

大于𝑚𝑖𝑛(𝐼𝑆𝑘)。 

另外，从前面的分析，我们知道，针对

光滑区域，有 

                         （40） 

因此，我们提出了如下的间断判别方法，

即当 

           (41) 

成立，则将当前模板作为间断模板处理，

同时在计算权值时利用 代替 ，该点作

为内边界，其导数值  (为计算下一模板的

)，由边界公式（30）计算。 

对于间断后光滑区的点，若 仍未恢

复其十阶光滑因子特性, 仍能准确判断光

滑区域（包含一阶、二阶临界点），即 

         （42） 

综上，新的判别方法能有效判别各种间

断模板，和光滑区域（含一阶、二阶、三阶

临界点），间断后附近三阶临界点可能误判

为间断。 

1.7 WENO-ZNc 格式的计算流程 

开始 

Step 0：用边界公式（30）计算𝐹0
′ 

   计算𝐼𝑆0, 𝐼𝑆1, 𝐼𝑆2, 𝜂7                          

       𝐷𝑆(0) = (𝜂7  > 𝑚 𝑖 𝑛 (𝐼 𝑆𝑘))                  

Step 1： 

DO 𝑖 = 1,𝑁 

计算𝐼𝑆0, 𝐼𝑆1, 𝐼𝑆2, 𝜏10, 𝜂7     

              𝐷𝑆(𝑖) = (𝑚 𝑖 𝑛 (𝜏10, 𝜂7) > 𝑚 𝑖 𝑛 (𝐼 𝑆𝑘))   

 IF   𝐷𝑆(𝑖)  or  𝐷𝑆(𝑖 − 1)   THEN 

                      𝜏 = 𝜏8    

                     IF   𝐷𝑆(𝑖) = 𝑓𝑎𝑙𝑠𝑒   THEN 

            用公式（30）重新计算𝐹𝑖
′       

     END IF                                                  

ELSE 

 𝜏 = 𝜏10 

END IF 

 𝛼𝑘 = 𝑐𝑘 (𝐶 + (
𝜏

𝐼𝑆𝑘+𝜖
)𝑞) ,𝜔𝑘 =

𝛼𝑘

𝛼0+𝛼1+𝛼2
      

 𝑓𝑖+1/2 =∑𝑤𝑘

2

𝑘=0

𝑞𝑘                                       

END DO 

结束 

 



第六届全国流固耦合与非定常流体力学学术会议 

109 

 

2 数值算例 

在本节中，考虑了几个问题，包括线性

对流问题和一维和二维欧拉问题，来评估新

格式的性能，时间推进采用四阶龙格库塔

（Runge-Kutta,简称 RK）方法近似。本文中

的 CFL 数总是取 0.5。 

2.1 临界点精度 

算例 1：初始条件𝑢0(𝑥) = 𝑥
𝑘𝑒𝑥𝑝(𝑥)来

检验一个WENO格式在临界点处的收敛阶。

网格范围为[-1,1],网格点数为 N，对于𝑘 = 2，

𝑘 = 3和的𝑘 = 4情况，点𝑥 = 0分别是一阶、

二阶和三阶临界点。如表 1 所示，在𝑞 = 1

时，原始 WENO-Z 格式分别只在一、二阶

和三阶临界点的得到四阶、二阶和三阶的收

敛率。WENO-ZA 在一阶临界点的情况都达

到了五阶，但在二阶临界点只有二阶。 

WENO-ZN 格式能将二阶临界点精度

提高到四阶。新格式大大降低了二阶临界点

处的误差，收敛速率甚至达到六阶，三阶临

界点处也能进一步降低误差，收敛阶为四阶。

在𝑞 = 2的情况下，WENO-ZN在二阶临界点

处误差达到六阶超收敛，三阶临界点处为三

阶收敛率。新格式在二阶临界处达到五阶收

敛率，但对比发现，新格式的绝对误差均远

小于 WENO-ZN 格式，且三阶临界点处比二

阶临界点处的绝对误差降低更明显。综上，

新格式（尤其是𝑞 = 2）能明显提高现有

WENO-Z 型格式在二阶和三阶临界点处精

度。 

Borges等[6]指出，对于含有不连续的解，

增加 q 会使方案更耗散，本文其余例子如无

特别说明，使用𝑞 = 1。 

 

图 1 算例 1不同阶临界点附近间断判别因子分布 

同样可利用函数𝑓(𝑥) = 𝑥𝑘𝑒𝑥𝑝(𝑥)验证

间断判别因子在临界点𝑥 = 0附近的特性。

取 ( 𝑖 − 3, . . 𝑖 + 2 )六点构造显式五阶差分

，

。如图 1 所示，在

一阶二阶和三阶临界点附近紧致光滑因子

都比 小，能有效判断为光滑区。而

和 分别在一阶和二阶临界点附近失效，

即 能有效判别三阶临界点, 

新能提高原来的间断判别方法精度。同时作

为 F5 对比也可以发现， 的精度更高，且

比 F5 判断三阶临界点有效。 
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表 1 临界点收敛阶 

Case 𝑁 
WENO-Z WENO-ZA WENO-ZN WENO-ZNc WENO-ZN(q=2) WENO-ZNc(q=2) 

error order error order error order error order error order error order 

k=2 

80 1.242E-06 — 5.611E-09 — 4.811E-09 — 4.811E-09 — 4.811E-09 — 4.811E-09 — 

160 7.248E-08 4.099  1.564E-10 5.165  1.515E-10 4.989  1.515E-10 4.989  1.515E-10 4.989  1.515E-10 4.989  

320 4.337E-09 4.063  4.784E-12 5.031  4.751E-12 4.995  4.751E-12 4.995  4.751E-12 4.995  4.751E-12 4.995  

640 2.643E-10 4.036  1.490E-13 5.005  1.487E-13 4.997  1.487E-13 4.997  1.487E-13 4.997  1.487E-13 4.997  

1280 1.630E-11 4.020  4.654E-15 5.000  4.652E-15 4.999  4.652E-15 4.999  4.652E-15 4.999  4.652E-15 4.999  

2560 1.012E-12 4.010  1.455E-16 5.000  1.455E-16 4.999  1.455E-16 4.999  1.455E-16 4.999  1.455E-16 4.999  

5120 6.299E-14 4.005  4.547E-18 5.000  4.546E-18 5.000  4.546E-18 5.000  4.546E-18 5.000  4.546E-18 5.000  

k=3 

80 5.450E-04 — 2.897E-04 — 2.839E-04 — 9.164E-06 — 2.926E-04 — 1.709E-08 — 

160 1.284E-04 2.086  7.262E-05 1.996  6.815E-05 2.059  1.690E-07 5.761  4.385E-05 2.739  6.023E-10 4.826  

320 2.933E-05 2.130  1.820E-05 1.997  1.458E-05 2.225  2.823E-09 5.904  1.551E-06 4.821  1.898E-11 4.988  

640 6.530E-06 2.167  4.555E-06 1.998  2.318E-06 2.653  4.533E-11 5.960  2.710E-08 5.839  5.947E-13 4.996  

1280 1.447E-06 2.174  1.139E-06 1.999  2.371E-07 3.289  7.111E-13 5.994  4.328E-10 5.968  1.860E-14 4.998  

2560 3.274E-07 2.145  2.849E-07 2.000  1.768E-08 3.745  1.092E-14 6.026  6.822E-12 5.987  5.817E-16 4.999  

5120 7.637E-08 2.100  7.123E-08 2.000  1.163E-09 3.926  1.622E-16 6.072  1.070E-13 5.994  1.818E-17 5.000  

k=4 

80 1.539E-06 — 2.036E-06 — 1.619E-06 — 2.025E-06 — 2.074E-07 — 3.368E-06 — 

160 1.303E-07 3.563  2.209E-07 3.204  2.098E-07 2.948  2.140E-07 3.242  6.888E-08 1.590  2.184E-07 3.947  

320 8.293E-09 3.974  2.547E-08 3.117  2.518E-08 3.059  2.281E-08 3.230  2.643E-08 1.382  3.840E-09 5.830  

640 2.811E-11 8.205  3.050E-09 3.062  3.044E-09 3.048  2.118E-09 3.428  5.076E-09 2.380  3.603E-11 6.736  

1280 1.274E-10 -2.18  3.729E-10 3.032  3.730E-10 3.029  1.380E-10 3.941  7.214E-10 2.815  3.349E-13 6.750  

2560 2.784E-11 2.193  4.609E-11 3.016  4.613E-11 3.015  5.986E-12 4.526  9.303E-11 2.955  3.966E-15 6.400  

5120 4.453E-12 2.644  5.729E-12 3.008  5.734E-12 3.008  2.078E-13 4.849  1.170E-11 2.991  7.206E-17 5.782  

 

图 2 算例 2，组合波数值结果, N=400,T=2 

2.2 线性对流方程 

(43) 

算例 2：计算了一个包含高斯波、方波、

三角波和半椭圆波的组合波算例[2],结果如

图 2，可以明显看出 WENO-A 会出现非物

理振荡，新格式保持了 WENO-ZN 格式的间

断捕捉特性。 

算例 3：初始条件 

               (44) 

由于使用了周期边界条件，在点𝑥 = ±1

处解不够光滑。在𝑘 = 2时，解包含一个二阶

临界点（𝑥 = 0） ,两个一阶临界点（𝑥 =

±0.7285）。由图 3，在一阶临界点附近，

WENO-Z 格式误差较大，其余格式都达到了

五阶精度，误差接近。在二阶临界点附近，

WENO-ZN 比 WENO-Z 和 WENO-ZA 格式

误差更小，而新格式更优于 WENO-ZN 格式，

符合新格式对二阶临界点附近精度改进的
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理论预测。𝑘 = 3时, 解有一个三阶临界点

（𝑥 = 0）,两个二阶临界点（𝑥 = ±0.7740）。

由图 4 可知，在三阶临界点附近，新格式误

差远小于其它格式，符合新格式改进了三阶

临界点的理论预测。 

 

图 3 算例 3，k=2时不同格式相对误差比较，N=1000,T=2 

图 4 算例 3，k=3时不同格式相对误差比较，N=1000,T=2 

2.3 一维欧拉方程 

2.3.1. Shu Osher 问题 

(45) 

2.3.2. 双爆轰波碰撞问题 

(46) 

如图 5 和图 6 所示，从临界点处精度

以及激波间断捕捉能力两个角度来评估各

计算格式，WENO -ZN 及其 WENO-ZNc 格

式相较其他格式得到了耗散更低且精度更

高的计算结果。 

 

图 5 Shu-Osher问题密度分布，N=400,T=1.8 

 

图 6 双爆轰波碰撞问题密度分布，N=600,T=0.038 

2.4 二维欧拉方程 

控制方程为 

               (47) 

其中守恒变量𝑈和对流通量𝐹,𝐺为 

                               (48) 

状态方程由 

          （49） 

对流通量采用 Sterger-Warming 分裂方

法[23]。 
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2.4.1 Rayleigh-Tayler 不稳定性问题 

这个问题描述了当加速度从重流体定

向到轻流体时，具有不同密度的流体之间的

界面不稳定性，具体设置参看文献[11]。密度

等值线见图 7 和图 8 所示。新格式耗散更

低，比其他两种格式有更明显的卷起结构。 

 

图 7 Rayleigh-Tayler不稳定性问题密度分布，

N=120×480,T=0.95 

 

图 8 Rayleigh-Tayler不稳定性问题密度分布，

N=240×960,T=0.95 

2.4.2 前台阶问题 

该算例是与参考文献[11]相同，如图 9

所示，在 600×200 的较细网格上，

WENO-ZA 的计算会失效，WENO-ZN 及

WENO-ZNc 格式均比 WENO-Z 格式数值

耗散更小

 

图 9 前台阶问题密度分布，N=600×200,T=4 

2.4.3 Riemman 问题 

具体设置参看文献[11]，使用了一个长度

为 2400×2400 的网格。在 t=为 0.8 处的密

度等值线如图 10 和图 11 所示。图 10 为

q=1 时地 WENO-Z（左图）和新格式（右图）

的对比，可以看出，新格式能很好地捕捉激

波和接触间断点，且新格式能计算出更多的

涡结构细节。WENO-ZN 格式在 q=1 时计算

失效，如图 11，选用 q=2 时数值结果比较

WENO-ZN 格式和新格式的性能。可以发现

新格式中的涡结构细节远远超出 WENO-

ZN 格式，能一直捕捉到流场边界附近，这

也符合表 1 中 q=2 时新格式在二阶和三阶

临界点附近的误差远低于 WENO-ZN 格式。 

3  结  论 

本文提出了一种紧致型十阶整体光滑

因子及新的间断模板判别方法，在此基础上

发展了高精度低耗散的 WENO-ZNc 格式。 

数值计算结果表明，新格式能能明显提

高二阶和三阶临界点上精度，具有低耗散、

高分辨率特性，且对解决激波问题具有良好

的鲁棒性。 
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图 10 Riemann问题密度分布，N=2400×2400，分别为 WENO-Z 格式（左图），WENO-ZNc 格式（右图），取 q=1 

 

图 11 Riemann问题密度分布，N=2400×2400，分别为 WENO-ZN 格式（左图），WENO-ZNc格式（右图），取 q=2
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RESEARCH ON COMPACT GLOBAL 

SMOOTHNESS INDICATOR AND LOW 

DISSIPATIVE FIFTH-ORDER WENO-ZN 

SCHEME 
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 (1  Key Laboratory of High Temperature Gas Dynamics, Institute of Mechanics, C A S, No.15 Beisihuanxi 

Road, Beijing 100190, China; 

2  School of Engineering Science, University of Chinese Academy of Sciences, Beijing 100049, China） 

Abstract The WENO (Weighted essentially non-oscillatory) scheme can accurately capture the 

flow structure of compressible and complex flow fields. It is an outstanding representative of the 

high-precision shock capture scheme in recent years. Since its proposal, it has been widely 

developed and applied in supersonic flow. Due to the limitation of using stencil and smoothness 

indicator, the WENO scheme has the problem of reducing the accuracy in critical points. In order 

to improve the accuracy of high-order critical points (≥2 order) of the WENO scheme to capture 

the flow details in complex flow fields more accurately, Shen et al [11] proposed a new weight 

calculation method of WENO scheme, and constructed a high-order WENO-ZN scheme, can 

improve the accuracy of second-order critical points to fifth-order. In this paper, the concept of 

compact scheme is proposed to construct the tenth order compact global smoothness indicator, so 

that the new scheme (WENO-ZNc) can achieve a fifth order convergence in first-order, second-

order and third-order critical points without adding stencil points. in order to maintain the ENO 

characteristics and the not affect effectiveness of the compact global smoothness indicator when 

discontinuity occurs, a new discontinuity-detecting method is developed through the compact 

global smoothness indicator. In the framework of the WENO-ZNc scheme, the smooth area adopts 

the compact global smoothness indicator, and the discontinuous area replaces the compact global 

smoothness indicator with an explicit global smoothness indicator (ie WENO-ZN scheme),so as to 

ensure the advantages of high precision and low dissipation in the smooth area (including high-

order critical points). Numerical results show that the improved scheme is robust in shock capture, 

has higher accuracy and convergence speed, and reduces numerical dissipation. Meanwhile, the 

new scheme can greatly improve the resolution of complex small-scale  flow structure. 

Key words   Weighted essentially non-oscillatory (WENO) scheme, critical point, global 

smoothness indicator, discontinuity-detecting method; high precision and low dissipation; 

 

  


